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CHƯƠNG III. VEC Tơ TRONG KHÔNG GIAN 
QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN 

TẬP 1. VEC Tơ TRONG KHÔNG GIAN 

A. CHUẨN KIẾN THỨC 


A.TÓM TẮT GIÁO KHOA. 

1. Định nghĩa. 

Các khái niện và các phép toán của vec tơ trong không gian được định 
nghĩa hoàn toàn giống như trong mặt phẳng.Ngoài ra ta cần nhớ thêm: 

1. Qui tắc hình hộp : Nếu ABCD.A'B'CD’ là 



hình hộp thì AC' = AB + AD + AA' = a + b + c . 


2. Qui tắc trọng tâm tứ diện. 


G là trọng tâm tứ diện ABCD khi và chỉ khi một trong hai điều kiện sau 
xảy ra: 

• GÃ + GB + GC + GD = Õ 

• MA + MB + MC + MD = 4MG, VM 

3. Ba véc tơ a,b,c đồng phang nếu giá của chúng song song với một mặt phẳng. 

Điều kiện cần và đủ để ba véc tơ a,b,c đồng phẳng là có các số m,n,p không đồng thời bằng 0 sao 
cho ma + nb + pc = 0. 

Cho hai vec tơ không cùng phương khi đó điều kiện cần và đủ để ba vec tơ a,b,c đồng phẳng là có các 
số m,n sao cho c = ma + nb. 

Nếu ba véc tơ a,b,c không đồng phang thì mỗi vec tơ d đều có thể phân tích một cách duy nhất dưới 
dạng d = ma + nb + pc . 


B. LUYỆN Kĩ NĂNG GIẢI CÁC DẠNG BÀI TẬP. 

Bài toán 01: CHỨNG MINH ĐANG THỨC VEC Tơ. 

Phương pháp: 
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Sử dụng qui tắc cộng, qui tắc trừ ba điểm, qui tắc trung điểm đoạn thẳng, trọng tâm tam giác, trọng 
tâm tứ giác, qui tắc hình bình hành, qui tắc hình hộp.. .đểbiến đổi vế này thành vế kia. 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật. Chứng minh rằng 

—2 ——*2 ——2 -—*2 

SA +SC =SB +SD . 

Lời giải. 


Gọi o là tâm của hình chữ nhật ABCD 
Ta có ÕẤ = ỠB = Õc = ỠD 


SẴ 2 = ÍSÕ + ÕẤ) 2 = SÕ 2 + ÕẨ 2 + 2SO.ÕA (1) 

sc 2 = (so + Õc ) 2 = SO 2 + Õc 2 + 2 SÕ.ÕC (2) 

Từ (l) và ( 2 ) suy ra 


SA 2 + sc 2 = 2SÕ 2 + ÕẤ 2 + Õc 2 + 2SÕịoĂ + oc 

= 2SÕ 2 +ÕẤ 2 +ÕC 2 (vì OÃ + OC = Õ). 

Tuong tự SB + SD = 2SO + OB + OD . 

Từ đó suy ra SA +SC =SB +SD . 


s 



Ví dụ 2. Cho tứ diện ABCD, M và N lần luợt là các điểm thuộc các cạnh AB và CD sao cho 
MA = -2MB, ND = -2NC; các điểm I, J,K lần luợt thuộc AD,MN,BC sao cho 
IA = klD, JM = kJN,KB = kKC. 

Chứng minh voi mọi điểm o ta có OJ = ^01 + ^OK. 

Lời giải. 


Vì MA = -2MB nên voi điểm o bất kì ta có OA - OM = -2 ỊoB - OM j 

2 OA + 20B 

<^> OM =--. 

3 

Tuong tự ta có : 

—: 0D + 20C — OẤ-kOD —; OB-kOC — Oĩvỉ-kON 

ON =-—, Oĩ = —- ; , OK = " ' —,OJ = —^-7 . 

3 1-k 1-k 1-k 

Từ đó ta có ÕJ = -C.ị(ÕẤ + 2ÕB-kỠD-2kÕc) 

1 -k 3' ' 


A 
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AA[(l - k)ÕĨ + 2(1 - k)ÕK] = Ỉ(ÕỈ + 2ÕK 


Vậy ÕJ = ^ÕỈ + |õK. 

Bài toán 02: CHỨNG MINH BA VEC Tơ ĐồNG PHANG VÀ BốN ĐIÊM ĐồNG PHANG. 
Phương pháp: 

Để chứng minh ba vec tơ a,b,c đồng phẳng ta có thể thực hiện theo một trong các cách sau: 

• Chứng minh giá của ba vec tơ a,b, c cùng song song với một mặt phang. 

• Phân tích c = ma + nb trong đó a,b là hai vec tơ không cùng phương. 

Để chứng minh bốn điểm A,B,C,D đồng phang ta có thể chứng minh ba vec tơ AB, AC, AD đồng 
phẳng. Ngoài ra có thể sử dụng kết quả quen thuộc sau: 

Điều kiện cần và đủ để điểm D G (ABC) là với mọi điểm o bất kì ta có OD = xOA + yOB + zOC trong 
đó X + y + z = 1. 


Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho tứ diện ABCD, các điểm M,N lần lượt là trung điểm của AB,CD . Gọi P,Q lần lượt là 
các điểm thỏa mãn PA = kPD, QB = kQC(k 5Ế l). Chứng minh M,N,P,Q đồng phẳng. 

Lời giải. 


Ta có PẤ = kPD^MÃ-MP = k(MD-MP) 

. • MA-kMD 

<=> MP = — V -. 

1-k 

r-p_. ^5 , ^ _ MA - kMC 

Tương tự QB = kQC => MQ =- " - 

„_ £ • , ' MA-kMD + MB-kMC 

Suy ra MP + MQ =-—-A- 

= A^(mc+md)(Do MẨ+MB=Õ) 


A 



_ __ 2k 

Mặt khác N là trung điểm của CD nên MC + MD = 2MN =^> MP + MQ = ^ ^ MN suy ra ba vec tơ 
MP,MQ,MN đồng phẳng, hay bốn điểm M,N,P,Q đồngphẳng. 

Ví dụ 2. Cho tứ diện ABCD, các điểm M,N xác định bởi MA = xMC,NB = yND (x,y ^ l) . Tìm điều 
kiện giữa X và y đểbavectơ AB,CD,MN đồng phang. 


Lời giải. 
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Đặt DA = a,DB = b,DC = c thì ã,b,c không đồng phẳng. 



MA = xMC^DẤ-DM = x(ĩ)C-Dm)=>DM= PA xDC = a_xc 

V ) 1 — X 1-x v ’ 


Lạicó NB = yND=>DN = —!—DB = —!—b ( 2 ) 

1—y 1—y v 7 

Từ ( 1 ) và ( 2 ) suy ra MN = DN-DM = fỉ-a +A b + -^—c. 
w v 7 1-x 1-y 1-x 

Ta có AB = DB - DA = b - a, CD = -c ; AB và CD là hai vec tơ không cùng phương nên AB, CD, MN 

đồng phẳng khi và chỉ khi MN = mAB + nCD, tức là —— a + — b + —c = m(b-a)-nc 

1-x 1-V 1-x V 7 


<=> 


m —-- 

l-x y 


a + 


l-y 


-m 


b + 


n + -- 

1-Xy 


c = 0 <^> 


m = - 


m = - 


n: 


1 — X 
1 

ĩ-ỹ 

X 

Tõc 


’ x = y 


Vậy ba vec tơ AB,CD,MN đồng phang khi và chỉ khi X = y . 

Lưu ý : Ta có thể sử dụng điều kiện đồng phẳng của ba vec tơ để xét vị trí tương đối của đường thẳng 
với mặt phang: 

Cho ba đường thẳng d 1 ,d 2 ,d 3 lần lượt chứa ba vec tơ u^u^ u 3 trong đó d 17 d 2 cắt nhaư và 
d 3 qímp(d 1 ,d 2 ). 

Khi đó : 

• d 3 // (d 3 ,d 2 ) <^> 0 ^ 2,03 là ba vec tơ đồng phẳng. 

• d 3 nmp(d 1 ,d 2 ) = M<^> u 1 ,u 2 ,u 3 là ba vec tơ không 
phang 


u 3 


d 3 



đồng 
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Ví dụ 3. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D', M,N là các điểm thỏa MÃ = -jMD, NÃ' = ~NC . Chứng 

4 3 


minh MN//(BC'D). 


Lời giải. 


Đặt BA = a,BB' = b,BC = c thì a,b,c là ba vec tơ không đông phẳng 
và BD = BA +AD = BA + BC = a + c 
BC = b + c / BÃ ; = a + b. 

Ta có 

mẵ=-Ậmd^ba-bm=--(bd-bm) ^Ệbm = bấ+Ậbd 

4 4' ' 4 4 

— 4BẴ + BD 4a + (a + c) 5a + c 
5 5 5 



„_. 3a + 3b + 2c , • — ;rr-í -2a + 3b + c 2/r . . 3 / , :> 2— 3 — 

Tương tự BN =- ~z~ -, MN = BN-BM =--4-- = ~ a + c +^(b + c) = - : ^BD + -4BC 

5 5 5' ' 5 5 5 

Suy ra MN,DB,BC đồngphẳngmà Nể(BC'D)=>MN//(BC'D). 

Nhận xét: Có thể sử dụng phương pháp trên để chứng minh hai mặt phang song song. 

Ví dụ 4. Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Gọi M,N lần lượt là trung điểm của AA',CC và G là 
trọng tâm của tam giác A'B'C'. 

Chứng minh (MGC) // (AB'N). 

Lời giải. 

Đặt AA' = a, AB = b, AC = c 

Vì M,N lần lượt là trung điểm của AA',CC' nên AM = ^AA' = ^a, 

ÃN = t(ÃC + Ãc) = ^a + b 
Vì G là trọng tamm của tam giác A'B'C' nên 

ÃG = ị(ÃÃ4ÃB4ÃcW + ịb + ịc 

3V /33 

Ta có MG = AG-AM = ^a + ^b + ^c^>MG = ^AB’ + ^ANsuy ra MG,AB',AN đòng phẳng, Mắt khác 

2 3 3 2 3 

Gể(AB'N) =>MG//(AB’N) (l) 

Tươngtự MC = ÃC-ÃM = a + c-tu = ỉu + k = ÃN =>MC//(AB’N) ( 2 ). 
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,, ÍMG//(AB'N) ,_, 

Từ (1) và (2) suy ra C^.(ab N) =-( MGC ')// (AB’N). 

Bài toán 03: TÍNH ĐỘ DÀI CỦA ĐOẠN THANG. 

Phương pháp: 


7 7 ^ , -2 

Để tính độ dài của một đoạn thăng theo phương pháp vec tơ ta sử dụng cơ sở a = 

vậy để tính độ dài của đoạn MN ta thực hiện theo các bước sau: 


=Ư. 


Vì 


• Chọn ba vec tơ không đồng phẳng a,b,c so cho độ dài của chúng có thể tính được và góc giữa 
chúng có thể tính được. 

• Phân tích MN = ma + nb + pc 


• Khi đó MN = MN 

= Vmn 2 

Ịma + nb + pcj 

1 

= Jm 2 a + n 2 b + p 2 

Các ví dụ 

c +2mncos 

Ịa,bj + 2npcos 

Ịb, c Ị + 2mp cos Ịc, a j 


Ví dụ 1. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có tất cả các mặt đều là hình thoi cạnh a và các góc 
BAA' = BAD = DAA' = 60° .Tính độ dài đường chéo AC. 

Lời giải. 


Đặt AB = a, AD = b, AA' = c thì 


:a,(ã,b) = (b,ỉ) = (ĩ,ã) = 60”. 


Ta CÓ AC' = a + b + c. 

=>AC' =a +b +c +2ab + 2bc + 2ca 


= 3a 2 + 2 


COSÓO 0 +2 


COSÓO 0 +2 


cos60°=6a 2 =>AC’ = a^. 


A D 



Ví dụ 2. Cho hình hộp ABCD.A^CD' có tất cả các mặt đều là hình vuông canh a . Lấy M thuộc 
đoạn A'D, N thuộc đoạn BD vói AM = DN = xỊo<x<av/2j. Tính MN theo a và X. 

Lời giải. 


Đặt AB = a, AD = b, AA' = c 


Ta có 


a,(ã,b) = (b,ỉ) = (ĩ,ã) = 90” 

DN = Í^.DB = -^(ÃB-Ãd) = A(a-b) 
DB a sfĩ [ ' aựĩ^ > 

= A(b + C ) 

asỊĨ^ ’ ay/ĩ^ ’ 


AM = A^.ÃẼr = -4=(ẤD + AA 


AD' 
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Suy ra MN = MÃ + ÃD + DN = -^=(ả-b) + b + -^=(b + c) 

ay ayz 

f \ 

X ~ X r X ; 

= w? a+ l W?J w? c ' 


MN 


= x 2 + 


X - ( X V X 

ựĩ a+ l WĩJ 


X 2 -2 ỉ 


2a 2 


-a + 


asfĩj 


-2 x z t 2 

b +--T-C 

2a 2 


n/2x X 2 

1 _Z ±2 + JL 
a 2a y 


a' = ^— ^ỉĩax + a‘ 
2 


MN = ^^/ 2 ax+ã 2 . 


Bài toán 04: sử DỤNG ĐIỀU KIỆN ĐồNG PHẲNG của BốN diêm để giải bài toán hình 
KHÔNG GIAN. 

Phương pháp: 

Sử dụng các kết quả 

• A, B, c, D là bốn điểm đồng phẳng DA = mDB + nDC 

• A,B,C,D là bốn điểm đồng phang khi và chỉ khi với mọi điểm o bất kì ta có 
OD = xOA + yOB + zOC trong đó X + y + z = 1. 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một hình bình hành . Gọi B',D’ lần lượt là 
trungđiểm của các cạnh SB,SD. Mặt phẳng (AB'D') cắt sc tại C'. Tính . 

Lời giải. 

- s— r _* SC' 

Đặt a = SA,b = SA,C = SD và m = s 

sc 


Ta có SB' = ^b,Sư = tc và SC = mSC = m(sB + Bc) = m(b-a + c). 


2 2 
> sc = 2msữ - mSẴ+ 2msữ 


1 

Do A,B’,C,D' đồng phẳng nên 2m + (-mj + 2m = lom = ^ 



— Y-l —yo 


_ sc_l 

Vậy - = - 7 . 

y sc 3 

Ví dụ 2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một hình bình hành. Gọi K là trung điểm của cạnh 
sc . Mặt phẳng qua AK cắt các cạnh SB,SD lần lượt tại M,N. Chứng minh J^j; + = 3. 


Lời giải. 
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Đặt a = SA,b = SA,c = SD và —— = m, —— = n. 

SM SN 



Ví dụ 3. Cho tứ diện ABCD, trên các cạnh AB,AC, AD lấy các điểm K,E,F. Các mặt phẳng 
(BCP^ỊCDK^ỊBDE) cắt nhau tại M . Đường thẳng AM cắt (KEF) tại N và cắt mặt phẳng (BCD) tại 
NP MP 

p . Chứng minh 7—7 = 37 - 77 - . 

& NA MA 


Lời giải. 


Chỉ ra sự tồn tại của điểm M . 

Gọi I = CF n BK => CI = (BCF) n (CDK) 

Gọi J = DEnCF=>(BCF)n(BDE) = BJ 

Khi đó M = CI n BJ chính là giao điểm của ba mặt phang 

(bcf),(cdk),(bde). 

NP MP 

Chứng minh 777- = 37-77-. 

ỡ NA MA 

Giả sử AB = a AK, AC = |3AE, AD = y AF 

Do M,N thuộc đoạn AP nên tồn tại các số m,n > 1 sao cho 
AP = m AM = n AN. 


A 



Ta có B,C,D,P đồng phẳng nên tồn tại x,y,z với x + y + z = l ( 1 ) sao cho AP = XAB + yAC + zAD 


= axÃK + |3yÃẼ + yzÃF ^ÃN = —ÃK + ỄZÃE + ^ÃF 

n n n 


Mặt khác N e (KEF) nên — + — + — = 1« ax + |3y + yz = n ( 2 ). 

v 7 n n n v 7 


Làm tưong tự ta có 
M G (BCE) => X + y + yz = m ( 3 ) 
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Me(CDK)=>x + | 3 y + yz = m (4) 

Me(BDE)=>ax + y + z = m (5) 

Từ (3^,(4),(5) suy ra 2 (x + y + z) + ax + Ị 3 y + yz = 3 m 

AP AP NĨP ( MP ^ 

Kết hợp với (l),Í 2 ) ta được 2 + n = 3m<=>2 + —4- = 3—--<í>3 + 77 ự = 3 1 + 7 - 77 - 
r w w AN AM NA ^ MA 


NP MP 

<=> 777 - = 3 77 1 -.( đpcm) 

NA MA r 

Ví dụ 4. Cho đa giác lồi AjA 2 ...A n ( n > 2 ) nằm trong (p) và s là một điểm nằm ngoài (p). Một mặt 

phẳng (a) cắt các cạnhSA 1 ,SA 2 ,...,SA n của hình chóp S.AjA 2 ...A n tại các điểm B 1/ B 2 /"/B n sao cho 

SA SB 2 sa , , , 

SBj SB 2 SB n 

Chứng minh ( a) luôn đi qua một điểm cố định. 


Lời giải. 


SA, 


Trên các canh SA | lấy các điểm Xj(i = l,2,..n) sao cho SX | =——- 


Gọi I là điểm xác định bởi SI = SXj + SX 2 +... + SX n thì I là điểm cố định ( do các điểm s và 
X 1 ,X 2 ,..,X n ccos định) 


Ta có SỈ = SX 1 ’ + SXr + ... + S)r = |ặ-SB 1 '+ |^SBT + ... + |ặ 5 -SBT 

12 n SB, 1 SB, 2 SB n n 

12 n 

~ SX 1 sx 2 sx n _ SA SA sa . 

Do — 1 - + — - + - ĨL = —7 + —r + —+ =1 nên các điếm đồng phăng suy ra mặt 

SB SB SB aSB aSB, aSB n 1 2 n B y 

1 2 n 1 2 n 

phẳng (a) đi qua điểm I cố định. 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Câu 1. Cho tứ diện ABCD. Gọi E,F là các điểm thỏa nãm EA = kEB,FD = kFC còn P,Q,R là các điểm 
xác định bởi PA = 1PD,QE =1QF,RB =1RC . Chứng minh ba điểm P,Q,R thẳng hàng.Khẳng định nào 
sau đây là đúng? 

A. p, Q, R thẳng hàng 

B. p, Q, R không đồng phẳng 
c. p, Q, R không thẳng hàng 
D. Cả A, B, c đều sai 
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NGUYỀN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


ìsTỉài làm: 


1. Ta có PQ = PẤ + ÃẼ + ẼQ (l) 

PQ = PD + DF + FQ ( 2 ) 

Từ ( 2 ) ta có 1PQ = 1PD + 1DF + 1FQ ( 3 ) 
Lấy (l)-(3) theo vế ta có 
(l-l)PQ = ÃE-lDF 

=> PQ = - 4 - ÃẼ - -Ị— DF 
1-1 1-1 

m • 1 . 1 —. 

Tương tự QR = y EB - J-—FC 


A 



—. —. —. —. —. 1 —, 1 —. _k —, ki —, —, 

Mặt khác EA = kEB, FD = kFC nên PQ = —AE - —DF = —EB - —- FC = -kQR 

1-1 1-1 1-1 1-1 


Vậy P,Q,R thẳng hàng. 


Câu 2 . Cho tứ diện ABCD. Gọi I,J lần lượt là trung điểm của AB và CD, G là trung điểm của IJ . 

a) Giả sử a.IJ = AC + BD thì giá trị của a là? 

A.2 B.l C.-1 D.ị 

2 

b) Cho các đẵng thức sau, đẵng thức nào đúng? 

A. GẨ + GB + GC + GD = Õ B. GÃ + GB + GC + GD = 2ĨJ 

c. GÃ + GB + GC + GD = JĨ D. GẨ + GB + GC + GD = - 2 JĨ 


c) Xác định vị trí của M để MA + MB + MC + MD nhỏ nhất. 

A. Trung điểm AB B. Trùng với G c. Trung điểm AC D. Trung điểm CD 

■ỉs-Bài làm: 











NGUYỀN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


c) Ta có 


MA + MB + MC + MD 


= 4 


MG 


nên 


MA + MB + MC + MD 


nhỏ nhất khi M = G. 


Câu 3. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Xác định vị trí các điểm M,N lần lượt trên AC và DC' sao cho 

MN // BD'. Tính tỉ số ^ bằng? 

BD' 5 


A.I 

3 


B. 


c.l 


D. 


2 3 

ìsdỉài làm: 

3. BÃ = a,BC = b / BB T = c. 

Giả sử ÃM = xÃC,DN = yDC . 

Dê dàng có các biểu diên BM = (l-x)a + xb và BN = (l-y)a + b + yc. Từ đó suy ra 
MN = (x-y)ã + (l-x)b + yc (l) 

Để MN// BD' thì MN = zẼư = z(a + b + cỊ ( 2 ) 

Từ ( 1 ) và ( 2 ) ta có: (x-y)a + (l-x)b + yc =zỊa + b + cj 

(x-y-z)a + (l-x-z)b + (y-z)c=0 
2 






X - y - z = 0 
1 - x - z = 0 <^> < 
y-z = 0 


3 

1 

y 3 

1 

z = — 



Vậy các điểm M,N được xác định bởi AM = \ AC,DN = 4dC' . 

3 3 

Ta cũng có MN = zBư = 4Ẽư^>^ = 4. 

& 3 BD' 3 


Câu 4. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có các cạnh đều bằng a và các góc 
B'A'D' = 60 0 / B'A'A = D'A'A = 120°. 

a) Tính góc giữa các cặp đường thẳng AB vói A'D; AC' vói B'D. 

A. (AB,A , D) = 60 0 ;(AC',B’D) = 90 0 B. (AB,A’D) = 50 0 ;(AC' / B’D) = 90° 

c. (AB,A'D) = 40°;(AC,B'D) = 90° D. (AB,A'D) = 30°;(AC / B'D) = 90° 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


b) Tính diện tích các tứ giác A'B'CD và ACC' A'. 

A- ^A’R’Cn =ã ^/^AATT =a ^/2 ^A’R’Cn =ã ^AATC =ã 2^/2 


c. S A , B . CD =ịa 2 ;S AA . r . r =2a 2 ^ 


AA'C'C 


D- -a 2 ;S AA , r , r -a 2 \fĩ 


AA'C'C 


c) Tính góc giữa đường thẳng AC' với các đường thẳng AB, AD,AA'. 


A. 

(ac,ab) = 

(ac’,ad) = 

= (ac',aa' 

1 s 

^arccos-^— 
1 2 

B.( 

ac',abỊ=| 

ac’,adỊ = 

=Ịac',aa'Ị 

1 4ẽ 

= arccos-— 

1 4 

c.| 

(ac , / ab)=( 

ac,ad)= 

= ỊaC', AA'j 

4ố 

= arccos J ^ 

3 

D. 

Ịac,ab) = 

(ac,adỊ = 

= Ịac’ 7 aa’ 

\ s 

= arccos-— 
/ 3 


ìsJỉài làm: 

4. 

a) Đặt ÃÃ' = ã,Ã ĩ B' =b,A'D =c 
Ta có A'D = a + c nên 
cosỊAB,A'Dj = cos^ÃB,Ã 7 Dj 

i(ã + c) 


D' 


C' 


AB, 

A'D 

AB 

A'D 


a a + c 



Để ý rằng ă + c= a, ãỊã + cỊ = . 

Từ đó cosỊAB,A'DỊ = t=>(AB,A’D) = 60° 

Ta có AC' = b + c-a,B'D = a-b + c, từ đó tính được 
ACB'D = (b + c-ã)(ã-b + c) = 0^(AC,B'D) = 90°. 

b) Ấ ĩ C = a + b + c / B ĩ D = a-b + c^Ã ĩ C.B ĩ D = (a+b+c)(a-b+c) = 0 


>A’C±B'D nên S A , B , DC =^A'C.B'D. 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 

Dễ dàng tính được A'C = a\f2,B'D = a\l2=>S A , B , CD = ^a\fĩa.\f2 = a 2 
S AA , cc =AA'ACsin(ÃÃ 1 ,Ãc) / AA' = a,Ac = aS. 

Tính được sin^AA' / ACj = ^|l-cos 2 ^AA' / AcỊ =~~ 

Vậy S AA , CC =AA'ACsin(ÃÃ; / Ãc) = a.a^.^ = a 2 N/2 . 

c) ĐS:ỊaC’,AbỊ = (aC’,AdỊ = (aC’,AA') = arccos^. 

Câu 5. Cho tam giác ABC, thì công thức tính diện tích nào sau đây là đúng nhất.. 

A. S = ^VaB 2 AC 2 -BC 2 B. S = |JaB 2 AC 2 +|(ÃB.Ãc) 2 

c. S = t^AB 2 AC 2 -t(ÃB.Ãc) 2 D. s = t^ÃĩữÃc 2 -ỊaBAC) 2 

ìsdỉài làm: 

5. S ABC = ^ABACsinA = ỉ n/aB 2 AB 2 sin 2 A=ị ^AB 2 AC 2 (l-cos 2 à) 

= t^AB 2 AC 2 -(ẤB.Ãc) 2 . 

Câu 6 . Cho tứ diện ABCD. Lấy các điểm M,N,P,Q lần lượt thuộc AB,BC,CD,DA sao cho 

ÃM = ÌÃB,BN = |ẽC,ÃQ = ỊãD,DP = kDC. 

3 3 2 

Hãy xác định k để M,N,P,Q đồng phẳng. 

..1 „ , 1 1 „.l 

A. k = 4 B. k = 4 c. k = 4 D. k = 4 

2 3 4 5 

■adĩài làm: 

6. Cắc/í 1. 

Ta có ÃM = ịÃB=>BM-BÃ = -ịẼÃ 

3 3 

=>bm=-|ba. 

3 

LạicóBN = |ẼC dođóMN//AC. 

3 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 

Vậy Nếu M,N,P,Q đồng phẳng thì (MNPQ)n(ACD) = PQ // AC 

^AA = AA = 1 ha y DP = ỈDC=>k = ị. 

PD QD 3 2 2 

Cách 2. Đặt DA = a,DB = b,DC = c thì không khó khăn ta có các biểu diễn 

MN = -|a + |b, MP = -|a-ịb + kc, MN = -ịả-ịb 
3 3 3 3 6 3 

Các điểm M,N,P,Q đồng phẳng khi và chỉ khi các vec tơ MN,MP,MQ đồng phẳng 

<=> 3x,y: MP = xMN + yMQ 


2 - 1 r - 

í 2 - 2 Ư 


í 1 ’ lr^l 

<=>—a-—b + kc = x 

—a +—c 

+ y 

a-—b 

3 3 

l 3 3 J 


l 6 3 J 


Do các vec tơ a,b,c không đồng phẳng nên điều này tương đương vơi 



Câu 7. Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = sc = a, ASB = BSC = CSA = a . Gọi ((3) là mặt phẳng đi qua 


A và các trung điểm của SB,SC. 


Tính diện tích thiết diện của hình chóp cắt bởi mặt phẳng (p). 

2 2 

A. s = — ^7cos 2 a-16cosa + 9 

2 

2 

B. s = — V7cos 2 
2 

2 

c. s = — %/7cos 2 a-6cosa + 9 

8 

D. s = — v7 cos 2 
8 


^Bài làm: 


a-6cosa + 9 


a-16cosa + 9 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


7. Gọi B',C' lần lượt là trung điểm của SB,SC. Thiết diện là tam giác AB'C'. 
Theo bài tập 5 thì S AB , C =ị^AB' 2 AC’ 2 -(ÃbIÃc) 2 " 

Ta có ÃẼr = SẼT-SẤ = ịsB-SẨ 
2 


=> AB' 2 = ^SB 2 + SA 2 - SẴSB 
4 

a 2 / 

= -4cosa). Tính tương tự, ta có 

AB’AC = ^(4-3cosa). 

Vậy S AB'C =ị\j ^( 5 - 4cosa ) 2 -^í 4 ~ 3cosa f 

= ^-“J7cos 2 a-16cosa + 9 . 

8 



A 


Câu 8. Cho hình chóp S.ABC, mặt phẳng (< X) cắt các tia SA,SB,SC,SG ( G là trọng tâm tam giác 

ABC) lần lượt tại các điểm A^B^C^G' .Ta có = k . Hỏi k bằng bao nhiêu? 

SA’ SB' SC' SG' & 

A.3 B.4 C.2 D.l 


ìsdỉài làm: 


8. Do G là trọng tâm của AABC nên GA + GB + GC = õ => 3SG = SA + SB + SC 

<»3^SG ; = |ệ ; SÃ ; + || ; SB ; 

SG' SA’ SB' 

+ !£sc 

SC’ 

Mặt khác AVBVC^G' đồng phẳng nên 


SA | SB | SC _ 3 SG 
SA' + SB' + SC' SG' ' 


Chú ý: Ta có một kết quả quen thuộc trong hình học phẳng : 

Nếu M là điểm thuộc miền trong tam giác ABC thì S a MA + S b MB + S c MC = d trong đó S a ,S b ,S c 
lần lượt là diện tích các tam giác MBC,MCA,MAB. Vì vậy ta có bài toán tổng quát hon như sau: 
Cho hình chóp S.ABC, mặt phẳng (a) cắt các tia SA,SB,SC / SM( M là điểm thuộc miền trong tam 
giác ABC) lần lượt tại các điểm A',B',C',M'. 
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Chúng minh: 


S a SA S b SB S c SC _ S.SM 
SA' + SB' + SC' " SM' 


. ( Vói S a ,S b ,S c lần 


lượt là diện tích các tam giác MBC / MCA,MAB và s là diện 
tích tam giác ABC). 


s 



Câu 9. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành . Một mặt phẳng (a) cắt các cạnh 
SA,SB,SC,SD lần lượt tại ABcD' .Đẳng thức nào sau đây đúng? 


. SA , - sc SB SD 

A. + 2 _ — _ + 2_ 

SA' SC’ SB' SD' 


B SA sc _ SB ! SD 
■ SA' + 2SC' ~~ SB' + 2SD' 


c SA Ị sc _ SB Ị SD 

SA' + SC’ “ SB' + SD' 


D SA sc _ SB SD 
■ SA' SC’ - SB' SD' 


ìs,Bài làm: 

9. Gọi o là tâm của hình bình hành ABCD thì 

SẴ + SC = SB + SD = 2SÕ 

SA ; SB SB — sc c ■ „ 

<=>At-tSA +A—sc =A—SB +A—sc Do A,B,C,D đong 
SA' SB’ SB' SC' 6 

, i_ A A SA sc SB SD 

phăne nên đăng thức trên <íí> —— + —— = —— + ——. 
r & & SA' SC’ SB’ SD' 


5 



Câu 10. Cho hình chóp S.ABC có SA = a,SB = b,sc = c . Một mặt phẳng (n ) luôn đi qua trọng tâm của 
tam giác ABC, cắt các cạnh SA,SB,SC lần lượt tại A’,B’,C’ • Tìm giá trị nhỏ nhất của 

1 . 1.1 
SA' 2 SB' 2 SC’ 2 

A. 3 B. 2ấ c 2 D. 9 

a 2 + b 2 + c 2 a 2 + b 2 + c 2 'a 2 +b 2 +c 2 'a 2 +b 2 +c 2 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


ìsJỉài làm: 

10. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Ta có 3SG = SA + SB + SC 


SA, 


-sÃ^+15-sữ+^-sc. 

SA’ SB' SC' 

. , x „ ^ _, ỏ_SA SB SC „ _ a b c 

Mà G, A ,B ,c đồng phăng nên = 3 <=> + - 3 - = 3 

õ SA’ SB’ SC’ SA' SB' SC' 


sc, 


Theo BĐT Cauchy schwarz: 


Ta có 


1 . 1.1 

- + ——+ - 


SA ’ 2 SB ' 2 SC ’ 2 


(a 2 +b 2 +c 2 )> A + ^ + 

V / 1«' HR' G.C' 

9 


111 

^ SA’ 2 + SB’ 2 + SC’ 2 a 2 +b 2 +c 2 ■ 

Đẳng thức xảy ra khi 

111 a b c , _ 

aSA' bSB' cSC' r SA' SB’ SC’ 

SA , = a^+bW SB , = a^+Ư+c^ sc = a 2 + b 2 + c 2 


3a 


3b 


3c 


Vậy GTNN của -tAt + 7 -h + 1 


SA ’ 2 SB ' 2 SC ’ 2 


là 


a 2 +b 2 +c 2 * 

Câu 11. Cho tứ diện ABCD, M là một điểm nằm trong tứ diện. Các đường thẳng AM,BM,CM,DM 
cắt các mặt (BCD),(CDA),(DAB),(ABC) lần lượt tại A^BVCVD'. Mặt phẳng (a) đi qua M và song 

song với (BCD) lần lượt cắt A'B', A'C', A'D' tại các điểm B 1 ,C 1 ,D 1 .Khẳng định nào sau đây là đúng 
nhất. Chứng minh M là trọng tâm của tam giác B 1 C 1 D 1 . 


A. M là trọng tâm của tam giác B 1 C 1 D 1 . 

B. M là trực tâm của tam giác B 1 C 1 D 1 . 

c. M là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác B 1 C 1 D 1 . 
D. M là tâm đường tròn nội tiếp tam giác B 1 C 1 D 1 . 


^SkBài làm: 

11. Vì M nằm trong tứ diện ABCD nên 

tồn tại X, y, z, t > 0 sao cho xMA + yMB + zMC + tMD = 0 (l) 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Gọi (a) là mặt phẳng đi qua M và song song vói mặt phẳng 
(BCD). 


Ta có < 


(a)//(BCD) 

(BB'A')n(a) = MB 1 =>MB, //BA'. 
(BB'A')n(BCD) = BA' 


, MB, MB - • MB’— X 

Do đó -zrPr = ^-=>MB, = BA (2) 

BA' BB’ 1 BB’ w 

Trong (l), chiếu các vec tơ lên đuờng thẳng BB' theo phuơng 

(ACD) ta đuợc: 

xMB'4-yMB4-zMB'4-tMB' = Õ=>(x4-y4-z)MB'4-yMB = Õ 

=>(x + y+z + t]MB' = yBB' =>-^ì^- =-z-- 

v 3 ’ y BB' x + y+ z + t 

y --BẢ' (3) 


Từ ( 2 ) suy ra MBj 


Tương tự ta có MCj 


x+y+z+ 
z 

x+v+z+ 


-ẽũ ( 4 ) 


MDj = 


-DA’ ( 5 ) 
-t v ’ 



__ ->I) 


x+y+z+l 

Mặt khác chiếu các vec to trong ( 1 ) lên mặt phang (BCI)) theo phuong AA' tì thu được 
yÃ 7 B + zÃ ĩ C + tÃ ĩ D = Õ. Vậy từ (3),(4),(5) ta có 

---íyBA' + zCA' + tDA') = ỏ, hay M là trọng tâm của tam giác BXTD,. 

4 z I t' ' 


MBj +MC, +MD, 


X 4 - 1 


Câu 12. Cho tứ diện ABCD có BC = DA = a, CA = DB = b, AB = DC = c 

Gọi s là diện tích toàn phần (tổng diện tích tất cả các mặt). Tính giá trị lớn nhất của 


111 

■ 4-- 7 — 4- - 


2 i _2 1_2 2 2 2 

a b b c ca 


4 


B.Ỉ 

s 


c ẩ 


D.ậ 

s 


■ỉs-Bài làm: 

12. Do tứ diện ABCD có BC = DA = a, CA = DB = b, AB = DC = c nên 

ABCD = AADC = ADAB = ACBA. Gọi s 1 là diện tích và R là bán kính đường tròn ngoại tiếp mỗi 


GIÁO VIÊN MUÓN MUA riLE WORD LIÊN HỆ 0946798489 


19 





































NGUYỀN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


mặt đó thì s = 4S' = , nên bất đẳng thức cần chứng minh 


1 1 1 .<Ậ«a 2 +b 2 +c 2 <9R 2 . 


- + - 


a 2 b 2 b 2 c 2 c 2 a 2 s 2 

Theo công thức Leibbnitz: Vơi điểm M bất kì và G là trọng tâm của tam giác ABC thì 
MA 2 + MB 2 + MC 2 = GA 2 + GB 2 + BC 2 + 3MG 2 = ị (a 2 + b 2 + c 2 + 9MG 2 ) 

Cho M trùng với tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ta được 
9R 2 =aa 2 +b 2 +c 2 +9ƠG 2 >a 2 +b 2 + c 2 . 

Câu 13. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' và các điểm M,N,P xác định bởi 
MÃ = kMB'(k * 0),NB = xNC,PC = yPD'. 

Hãy tính x,y theo k để ba điểm M,N,P thẳng hàng. 

1 


A 2 + k TT _ 2 _ l + 2k Tr _ 1 2 

A. x = — ~ - y = ~— B. x = — — 7 ,y = - c. X- 

2-k y k l-2k y 2k 

ìsTĩài làm 

13. Đặt ÃD = ã,ÃB = b,ÃẢ’ = c. 

Từ giả thiết ta có : 

Ã “=ĩTĩ( Ễ+ĩ ) í 1 ) 

ÃN = b + -^j-(a + c) (2) ÃP = ả + b + ^-(c-b)(3) 

Từ đó ta có 


+ k 1 ™ 1 + k 1 

2-k y 2k 1-k y k 


MN = ÃN-ÃM =-^-ã-—b + 

X — 1 k-1 


^ X k A 


^x-l k-ly 


_>L_ 

X — 1 y-1 


c. 



MP = ẤP - ÃM = ã - + ——-)b + -2—--^- 

y-1 k-1 U-! k-Ư 

Ba điểm M,N,P thẳng hàng khi và chỉ khi tồn tại Ả sao cho MN = AMP (* ). 


Thay các vec tơ MN,MP vào (*) và lưu ý a,b,c không đồng phẳng ta tính được X = Ị 


1 + k 


GIÁO VIÊN MUÓN MUA riLE WORD LIÊN HỆ 0946798489 


20 










































NGUYỀN BẢO VƯƠNG 
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Câu 14 . Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' . Một đường thẳng A cắt các đường thẳng AA',BC,C'D' lần 

lượt tại M,N,P sao cho NM = 2NP . Tính MA 

MA' 


MA 
MA 


■adỉài làm 


B. 


MA 

MA' 




c MA -o 
■ MA' 


D. 


MA 

MA' 


=s 


14. Đặt ÃD = a,ÃB = b / ÃÃ’ = c . 

Vì MeAA' nên ÃM = kÃA=kc 
NGBC =>BN = 1BC = la, PeC'D'^CP=mb 
Ta có NM = NB + BA + AM = -lã - b + kc 


NP = BN + BB ; + B 7 C + CP = (l-l)a + mb + c 
Do NM = 2NP^-lã-b + kc = 2[(l-l)ã+mb + c] 




-1 = 2(1 — 1 ) 
-l = 2m 
k = 2 


_1, 0 \TA„ MA 

k = 2,m = — 7,1 = 2 . Vậy 

2 J MA' 


= 2 . 


A D 



Câu 15 . Giả sử M,N,P là ba điểm lần lượt nằm trên ba cạnh SA,SB,SC cỏa tứ diện SABC. Gọi I là 
giao điểm của ba mặt phang (BCM ),(CA\),(ABP) và J là giao điểm của ba mặt phẳng 

(anp),(bpm),(cmn) . 

Ta được S,I, J thẳng hàng tính đẳng thức nào sau đây đúng? 

. MS . NS . PS 1 JS _ MS.NS.PS ,1 ]S 

A. 7^ + 7-77 + 777: +-7 = 4-7 B. 7-7=- + 777- + 777: + Ạ = 77- 

MA NB PC 2 JI MA NB PC 4 JI 


MS . NS . PS . 1 JS 

c. 7-77- + 7777 + 777- + V = _ 

MA NB PC 3 JI 


_ MS.NS.PS. JS 

D. 7-7-+ 777-+ 777 -+1 = A 1 

MA NB PC JI 


ìs,Bài làm: 15. Goi E = BPnCN,F = CMnAP,T = ANnBM. 
Trong (BCM) có I = BFnCT trong (ANP) có NFnPT = J. 

Đặt SẨ = a,SB = b,SC = c và SM = xMÃ,SN = yNB,Sp = zPC 
Ta có SM= x i,SN = ^-- b / SP = —^ 7 -c (x>0,y >0,Z>0). 

x+1 y+1 Z+1 v 
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_ _ T A ÍT e AN ÍST = aSM + (l-a)SB —- - 

Do T = ANnBM nên r _ ,=>-ÍỊ_l . ; ỵz =>aSM + (l-a)SB = BSN + (l-BÌSA 

Ịt e BM ỊsT = |3SN + (l - |3)SA y y 


<=> ax ^ ả + (l-a)b = —j- b + (l-|3)a. Vì a,b không cùng phương nên ta có 


ax 


x + 1 

py 


= 1-|3 




y + 1 


= l-a 


a = - 


x + y + 1 — X 

^ST = ——-a + *—- 

x+y+1 x+y+1 


Lb. 


p = -í— 

x + y + l 


Hoàn toàn tương tự ta có : 

SẼ = —^—b + —c, SF= z 


-c + - 


-a. 


y + z + l y + z + l z + X +1 z + x + l 

Làm tương tự như trên đối vói hai giao điểm I = BF nCT và NF nPT = J ta được : 

SI =----íxa + yb + zcì, SJ =----fxa + yb + zcì 

x+y+z+l' / x+y+z+2' ’ 

Suy ra SJ= X + ỵ + Z+ ^ SÌ^SJ = (x + y + z + l)ĩJ 


\T^r c T T _' SI SM SN SP 

Vậy S,I,J thăng hàng và — = x + y + z + l = —r- + —=- + —- + 1. 
7 6 6 IJ y MA NB PC 
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GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THẢNG. 

HAI ĐƯỜNG THẢNG VUÔNG GÓC 

A. CHUĂN KIÉN THỨC 

A.TÓM TẮT GIÁO KHOA. 

1. Định nghĩa: Góc giữa hai đường thẳng avàhỉà góc giữa hai đường thẳng a' và b' cùng đi qua một điểm và lan 
lượt song song hoặc trùng với a và b. 

R LUYỆN Kĩ NĂNG GIẢI CÁC DẠNG BÀI TẬP . 

Bài toán 01: TÍNH GÓC GIỮA HAI ĐƯỜNG THANG. 

Phương pháp: 

Để tính góc giữa hai đường thẳng d 1 , d 2 trong không gian ta có thể thực hiện theo hai cách 

Cách 1. Tìm góc giữa hai đường thẳng d x ,d 2 bằng cách chọn một điểm o 
thích hợp ( o thường nằm trên một trong hai đường thẳng). 

Từ o dựng các đường thẳng đ lf đ 2 lần lượt song song ( có thể tròng nếu o 
nằm trên một trong hai đường thẳng) vơi d 1 và d 2 . Góc giữa hai đường 
thẳng ấ x , đ 2 chính là góc giữa hai đường thẳng d 1 , d 2 . 

Lưu ý 1: Để tính góc này ta thường sử dụng định lí côsin trong tam giác 
b +c -a 



cos A = - 


2 bc 


Cách 2. Tìm hai vec tơ chỉ phương u ir u 2 của hai đường thẳng d ị , d, 
Khi đó góc giữa hai đường thẳng d x ,d 2 xác định bởi cos {d x ,d 2 ): 


Lưu ý 2: Để tính u x w 2 ,1 iq I, I w 2 1 ta chọn ba vec tơ a, b, c không đồng phẳng mà có thể tính được độ dài và góc 
giữa chúng,sau đó biểu thị các vec tơ u x , u 2 qua các vec tơ a, b, c rồi thực hiện các tính toán. 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho tứ diện ABCD . Gọi M,N lần lượt là trung điểm của BC và AD , biết 
a ^R 7 

AB - CD = a,MN = —. Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD . 

Lời giải. 

Cách 1. 
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Gọi I là trung điểm của AC . Ta có 
IM II AB , , , , V 

Đặt MIN = a 


, T , „ T , T , , AB a T -_ CD a , _ a^lỏ 

Xét tam giác IMN có IM = —= -^,IN = —— = -~,MN - —r— Theo định lí 

2 2 2 2 2 


Ĩ\Í3 , 


côsin, ta có cos ỡr = 


IM 2 + IN 2 -MN 2 
2IM.IN 


r 

2 

( \2 

a 

faJĩì 

UJ 

+ 

lir 

CN 

'_> 


2 a a 
' 2'2 


= -^<0 
2 


■ MIN = 120" suy ra (AB,CD)= 06° 


Các/í 2. cos (AB,CD) = cos(lM,ÍN) = 


IM.IN 


IM IN 


ÃĨN = ĨN-ĨM => ĂÃN 2 = (ĨN-ĨmỊ 2 =IM 2 +IN 2 -2ĨN.ĨM 


IM 2 +IN 2 -MN 2 a 2 


ĨN.ĨM = 


cos (AB,CD)= cos (im, in) 


8 

ĨM.ĨN 


IM IN 


1 

2 


A 



Vậy (AB,CD)= 60°. 

Ví dụ 2. Cho tứ diện ABCD có tất cả các cạnh bằng m . Các điểm M,N lần lượt là trung điểm của AB và 
CD . Tính góc gữa đường thẳng MN vói các đường thẳng AB,BC và CD . 

Lời giải. 

Đặt AD = a, AB = b, AC = c . 


Khi đó, ta có Pl = l&l = |c| = m và = 60°. 


* * — — Ỵịi 

Ta có 0Ì7 = b.c = c.a = ~r . 

2 

Vì M, N là trung điểm của AB và CD nên 

MN = I(ÃD + Bc) = l(fl + C-Ĩi) 


1/^-2 3*2 -2 _ —* - 3 * 3 * -*\ m 2 

MN 2 =-ị\a + b +c + 2ac - 2ab - 2b.c 1=2 


A 
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■MN = 


m 


s 


ÃĨN~ÃB = ịịa + c~b^b = ịịab + bc-b 2 ^ = 0 
Vậy góc giữa hai đường thẳng MN và AB bằng 90°. 

MNCD = -^ị^a + c-ĩ^ịa-c^ = ^ịa +ac-ab-ac-c +ỉc^j = 0 
Vậy góc giữa hai đường thẳng MN và CD bằng 90°. 

_^^ m 2 

,„; nế A l(z.z z\í z.z\ MNBC 2 ^ 

MNBC = 2- [a + c-b )[-b + c Ị = -2- => cos (MN,BC)= I ,, =- ^-= = -^ L . 

2^ )\ ) 2 v ; MNBC m>/2 2 

1 II 1 m. 

2 

Vậy góc giữa hai đường thẳng MN và BC bằng 45°. 

Bài toán 02: DÙNG TÍCH VÔ HƯỚNG ĐẾ CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THANG VUÔNG GÓC. 
Phương pháp: 

Để chứng minh d x _L d 2 ta có trong phần này ta có thể thực hiện theo các cách sau: 

• Chứng minh d x _L d 2 ta chứng minh u x u 2 =0 trong đó u x , u 2 lần lượt là các vec tơ chỉ phương của d x 


và d 2 . 


b\\c 


Sử dụng tính chất ị 11 =^> a _L b . 

[a _L c 

• Sử dụng định lí Pitago hoặc xác định góc giữa d x ,d 2 và tính trực tiếp góc đó . 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi o là tâm đường tròn noại tiếp tam giác BCD . Chứng minh 
AO _L CD. 


Lời giải. 

Ta có CD = OD-OC , ta lưu ý trong tam giác ABC thì 

ÃBÃC= AB2 + A f- BC2 
2 

suy ra 

ÃÕCD = ÃÕ[ÕĨ5-Õc) = -OAOD + ÕÃÕC 

OA 2 +OD 2 -CD 2 . OA 2 +OC 2 -AC 

—- 1 - ^- 1 - 

2 2 

(Vì AC = AD = a,OD = OC = R) 

Vậy AO-LCD. 


= 0 



— 
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4 .. ^ _ 

Ví dụ 2. Cho tứ diện ABCD có CD = ^ AB . Gọi I,J,K lần lượt là trung điểm của BC,AC,BD . Cho biết 

5 r ^ , 

JK --- AB . Tính góc giữa đường thăng CD vói các đường thăng I/ và AB . 

6 

Lời giải. 


Ta có IJ = \aB, IK = ịcD = ịAB 
2 2 3 

lf+1K 2 ẠaB 2 AaB 2 =^AB 2 (l) 

4 9 36 w 

Mà JK AaB => JK 2 =Ẹ-AB 2 (2) 

6 36 v 7 

Từ (l) và (2) suy ra IJ 2 + IK 2 = JK 2 =>JI±IK. 

Mặt khác ta có I/ II AB,ỈK IICD =^> AB _L CD. 

í17II AB 

Tưong tự ị J " => U -L CD . 

6 |AB_LCD 


A 



Ví dụ 3. Cho tứ diện ABCD có AB = AC = AD . Gọi o là điểm thỏa mãn OA = OB = oc = OD và G là 
trọng tâm của tam giác ACD , gọi £ là trung điểm của BG và F là trung điểm của AE . Chứng minh OF 
vuông góc vói BG khi và chỉ khi OD vuông góc vói AC . 

Lời giải. 


Đặt OA = OB = OC = OD = R(ì) và ÕA = 0,ÕB = ^ÕC = C,ÕD = d. 

Ta có AB = AC = AD nên AAOB = AAOC = AAOD^C — c — c') suy ra 

AOB = AOC = AOD (2), từ (1) và (2) suy ra a.b = CLC = a.d (3) . 

Gọi M là trung điểm của CD và do AG = 2GM nên 
3BG = BÃ + 2BM = BÃ+BC + BD 

= OA-OB + OC-OB + OD-OB = fl + c + d-3fc(ề) 

Gọi E,F theo thứ tự là trung điểm của AE,BG ta có 


A 



12ỠF = 6 ịpÃ +Õe) = 6ÕÃ + 3 ỊÕB + ÕgỊ = 6ÕĂ+3ÕB + 3ÕG 

= 6ÕÃ + 3ÕB + ÕÃ + 2ÕM = 7ÕÃ + 3ÕB + ÕC + ÕD = 7a+3b + c + d ( 5 ) Từ ( 4 ) và ( 5 ) ta có 
36BG.OF — ịy ữ + 3b + — 3?7 + c + 


-2 -*2 -2 -2 ™ 

=7fl -9b +c +d -18ab + 8ac + 8ad + 2cd . 
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Theo (3) ta có 36 BG.OF = 2íi Ị c - fl j = 2 OD.AC suy ra BG.OỈ = 0 <íi> OD.AC = 0 hay OF _L BG <=> OD _L AC . 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 


Câu 16. Cho tứ diện ABCD có hai mặt ABC và ABD là các tam giác đều 

a) Khẳng định nào sau đây đúng nhất. 

A. AB và CD chéo nhau 

B. AB và CD vuông góc vói nhau 
c. AB và CD đồng phẳng 

D. AB và CD cắt nhau 

b) Gọi M, N, p, Q lần luợt là trung điểm các cạnh AC, BC, BD, DA . Khẳng định nào sau đây là đúng nhất? 
Chứng minh MNPQ là hình chữ nhật. 

A. MNPQ là hình vuông B. MNPQ là hình bình hành 
c. MNPQ là hình chữ nhật D. MNPQ là hình thoi 

ìSkBài làm 16. 
a) Đặt AB = AD = AC = a 


Ta có CD.ÃB = ỊÃD-Ãc)ÃB 


= |ab||ad|cos 60 ° -|ab||ac|cos 60 ° = a.a\-a.a\ = 0 

I II I I II I 22 

Vậy AB_LCD. 

b) Ta có MN II PQ II AB và MN - PQ = ^ nên tứ giác 

MNPQ là hình bình hành. 


Lại có < 


MN II AB 

NP II CD => MN _L NP , do đó MNPQ là hình chữ nhật. 
AB1CD 


c 



Câu 17. Cho hình lập phuong ABCD.A'B'C'D' cạnh a . Trên các cạnh DC và BB' lây các điểm M và N 
sao cho MD = NB = x(ũ < X < a). Khẳng định nào sau đây là đúng? 

a) Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. AC'±B'D' B.AC cắt B'D' 

C.AC'và B'D' đồng phẳng D. Cả A, B, c đều đúng 
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b) khẳng định nào sau đây là đúng ?. 

A. AC' _L MN 

B. AC' và MN cắt nhau 

c. AC' và MN đồng phẳng 
D. Cả A, B, c đều đúng 
'ỉs.Bài làm 17. Đặt AA' = a,AB = b,AD = c . 
a)Tacó AC' =a+b+c , B'D' = c-b nên 
ÃC.ẽ 7 ư = (a+b + c)(c-ỄỈ) 

= aịc-b\+c —b =a 2 -a 2 = 0 
^AC'±B'D'. 



/ \ 

; X: 


í- 


( x\ 

b H— ữ 

- 

c + — b 

+ 

1 

II 

1-- 



V a J 

a 

V 


b-c 


r Arír * 


/ \ 

- Xr 

X - 

c xì 

0 + Ỉ7 + C [ b + — 0 

- 

c + — b 

— — + 

1-- 

V H J 


V a > 

a 

V a V 


b-c] 


X -2 

( 

-2 -2 

/ \ 

— íỉ + 

1-- 

b - c = x.a + 

1-- 

a 





a 2 -a 2 = 0. 


Vậy AC' _L MN. 


Câu 18. Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = a và BC = . Tính góc giữa hai đuong thẳng AB và 

SC. 

A. (. AB ỵ SC ) = 60° B. (AB,SC) = 45° C. (AB,SC) = 30° D. (AB,SC) = 90° 


'ỉs.Bài làm 18. Gọi M,N,P lần luợt là trung điểm của SA,SB, AC, khi 
đó MN\\AB nên 

(. AB,SC) = (MN,SC ). 

Đặt ọ - NMP , trong tam giác MNP có 

MN 2 +MP 2 -NP 2 

cos cp - - ——_ _ 1 . 

2 MNMP v ' 

Ta có MN = MP = ^, AB 2 + AC 2 = BC 2 A ABC vuông tại A , vì vậy 

PB 2 = AP 2 + AC 2 = ^j-, PS 2 = .Trong tam giác PBS theo công 
thứ tính đường trung tuyến ta có 


s 
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5 a 2 3 a 2 

mĩ2 PB 2 +PS 2 SB 2 ~ị + ~ị a 2 3 a 2 

2 4 2 4 4 

Thay MN,MP,NP vào (l) ta được cos ọ = “=>$? = 120°. 

Vậy (AB,SC) = ( MN,SC ) = 60°. 

Câu 19. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi, SA = AB và SA _L BC. 
a) Tính góc giữa hai đường thẳng SD và BC. 

A. (BC,SD) = 30° B. (BC,SD) = 45° c. (BC,SD) = 60° D. (BC,SD) = 50° 


b) Gọi /,/ lần lượt là các điểm thuộc SB và SD sao cho IJ II BD . Chứng minh góc giữa AC và IJ không 
phụ thuộc vào vị trí của I và / . 

A. (//, AC ) = 90° B. (//, AC) = 60° c. (//, Ac) = 30° D. (//, Ac) = 45° 

ìskBài làm 19. a) (BC,SD) = 45° b) (//, Ac) = 90°. 

Câu 20. Cho hai tam giác cân ABC và DBC có chung cạnh đáy BC nằm trong hai mặt phang khác nhau. 

a) Khẳng định nào sau đây là đúng nhất? 

A. AD _L BC B.AD cắt BC 

c. AD và BC chéo nhau D. Cả A, B, c đều đúng 

b) Gọi M,N là các điểm lần lượt thuộc các đường thẳng AB và DB sao cho MA = kMB,ND = kNB . Tính 
góc giữa hai đường thẳng MN và BC. 

A. (MN,BC) = 90° B. (MN,BC) = 80° c. (MN,BC) = 60° D. (MN,BC) = 45° 

^J3ài làm 20. 

a) Gọi p là trung điểm của BC, thì các tam giác 

A 
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' 777 ,77,; MA 1,1 — ,— _ ND 1,1 MA ND 

b) Ta có MA = kMB => = \k\, ND = kNB => = \k\ => 

MB 11 NB 1 1 MB NB 

suy ra MNII AD=> (MN, Bc) = (AD,BC ) = 90° ( Theo câu a) 


Câu 21. Cho hình hộp thoi ABCD.A' B'C' D' có tất cả các cạnh đều bằng a và 
ABC = B' BA = B'BC - 60° .Tính góc giữa hai đường thẳng AC và B'D'. 

A. (AQB'D'^90 0 B. (AC,B'D') = 60° c. (AC,BT)') = 45 0 D. (AQB'D'^30 0 
ìsJ3ài làm 21. HS tự giải. 


Câu 22. Cho tứ diện ABCD . Gọi M,N lần lượt là trung điểm các cạnh BC và AD . Cho biết AB = CD = 2 a 
và MN - ds[?) . Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD . 

A. ( AB f CD ) = 30° B. (ABXD) = 45° 


c. (AB,CD) = 60° D. ( AB r CD ) = 90° 


ìSvBài làm 22. Gọi o là trung điểm của AC , ta có OM = ON = a . 
ịOM\\AB , , , _ _ V 

Kcd^ b ' cd Hom.°n) 


Áp dụng định lí côsin cho tam giác OMN ta có 


cos MON = 


OM 2 +ON 2 -MN 2 
20M.ON 


a 2 +a 2 -Ịa^j ị 

2 .a.a 2 

Vậy (AB,CD) = 60°. 


A 



Câu 23. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a . Gọi M,N,P,Q,R lần lượt là trung điểm của 

AB,CD,AO,BC và AC . 

a) Khẳng định nào sau đây là đúng nhất? 

A. MN _L RP,MN _L RQ B. MN _L RP, MN cắt RQ 

c. MN chéo RP; MN chéo RQ D. Cả A, B, C đều sai 


b) Tính góc của hai đường thẳng AB và CD? 


GIÁO VIÊN MUỐN MUA FILE WORD LIÊN HỆ 0946798489 I HAI ĐƯỜNG 

THẲNG VUÔNG GÓC 


9 











NGUYỀN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


A. ( AB,CD) = 60° B. ( AB,CD ) = 30° 


c. (AB,CD) = 45° 


ìsJ3ài làm23. a) Ta có MC = MD = 

M, do đó MNACD. 

Lại có RP\\CD^MN±RQ. 
b) Tương tự ta có QP _L AD 
Trong tam giác vuông PDQ ta có 


2^/3 


nên tam giác MCD cân tại 


QP 2 =QD 2 -DP 2 = 


RQ 2 +RP 2 = 


ỊaS) 

2 

' a' 

2 

V ) 




= Ta có : 
2 


/ \ 

2 


a 


a 


+ 


UJ 


u J 


= a 2 =QP 2 


Do đó tam giác RPQ vuông tại R , hay RP _L RQ. 
Vì vậy 


ABịịRQ 

CDịịRP =>AB1CD . 


D. (AB,CD) = 90° 

A 



D 


RP IRQ 


Câu 24. Cho tứ diện ABCD có AB = CD = AC = BD = b, AD = BC = c. 
a)Khẳng định nào sau đây là đúng nhất. 

A. các đoạn nối trung điểm các cặp cạnh đối thì vuông góc vói hai cạnh đó 

B. các đoạn nối trung điểm các cặp cạnh đối thì không vuông góc vói hai cạnh đó 

c. các đoạn nối trung điểm các cặp cạnh đối thì có thể vuông góc có thểkhông vuông góc vơi hai cạnh đó 
D. cả A, B, c đều sai 


b) Tính góc giữa hai đường thẳng AC và BD . 
A. (^0,150) = arccos 


B. (AC,BD) = arccos 


c. ( AC,BD ) =arccos 


(a 2 -c 2 ) 

b 2 

l(a 2 +c 2 ) 

¥ 

2 («’-A 

3 b 2 


A 
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D. ( AC,BD ) = arccos 


2(„W) 


b 2 


'ỉSvBài làm 24. Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm của các cạnh AB,CD,AD . 

a) Do hai tam giác ACD và BCD có CD chung và AC = BD,AD - BC nên chúng bằng nhau, suy ra 
MC = MD 

Vậy tam giác MCD cân tại M và có trung tuyến MN nên MN _L CD . 

Tương tự APN _L AB . 

Chứng minh tương tự cho hai cặp cạnh đối còn lại. 

, í PM 11 BD V , _ _ V 

’ Ta Ị™II AC A BD ' AC ) = (™-™) 

Theo công thức tính đường trung tuyến ta có 


CAT = 


2 CA + CB AB 


A b 2 + A- 


2 4 

Tương tự DM 2 = 


2(fr 2 +c 2 )-a" A/rc-2 


nên MN = 


2 _ MC Z + MD 2 CD 2 2(^ 2 +c 2 )-fl 2 ^ +c 2_ g 2 


4 2 

Áp dụng định lí cô sin cho tam giác PMN ta có 

4,2 . 2 2 

ơ +c 


cos MPN = 


pm 2 +pn 2 -mn 2 

2.PM.PN 


b) 

2 

ỉ b ) 

uJ 

+ 

UJ 


2(a 2 -c 2 ) 


í b ) 

íb) 

(N 

1 

UJ 

UJ 



2(a 2 -c 2 ^j 


Vậy (AC, BD) = arccos 
Câu 25. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành vơi AP = = 2a . 

Tam giác SAB vuông can tại A, M là một điểm trên cạnh AD( M khác A và D). Mặt phẳng (a) đi qua 
M và song sog vơi (SAB)cắt BC,SC,SD lần lượt tại N,P,Q. 
a) MNPQ là hình gi?. 

A. MNPQ là hình thang vuông. B. MNPQ là hình vuông, 

c. MNPQ là hình chữ nhật. D. MNPQ là hình bình hành. 


b)Tính diện tích của MNPQ theo a . 


A. s. 


_3 a 2 

’MNPQ - g 


T , c _ 

°MNPQ g 


c. s 


3 a 2 


MNPQ 


D. Q _ = _ 

J MNPQ ị 
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^SvBài làm 25. a) Ta có 


\cc)W{SAB) 

< (SAB)n(ABCD) = AB => MN II AB. 
(a)n(ABCD) = MN 


Tương tự < 


\a)w(SAB) 

(SBC)n(SAB) = SB^NP\\SB 
(a)n(SBC) = NP 


'(a)u(SAB) 

< (SAD)n(SAB) = SA => MQII SA 
(. a)n(SAD) = MQ 

Dễ thấy MN II PQ II AB IICD nên MNPQ là hình bình hành 


Lại có < 


MN II AB 

MQ II SA^>MN±MQ. 
AB ISA 


Vậy MNPQ là hình thang vuông. 


b) Ta có MN = AB = a,MQ = ^- = ị, PQ = ^- = ị ■ 
' 2 2 2 2 

Vậy S MNPữ =ị(MN + PQ).MQ 


í \ o 2 

u u ỏa 
u + — 


5 



GIÁO VIÊN MUỐN MUA FILE WORD LIÊN HỆ 0946798489 I HAI ĐƯỜNG 

THẲNG VUÔNG GÓC 


12 












NGUYỄN BẢO VƯƠNG 

CHƯƠNG III. 
VECTO- QUAN 
HỆ VUÔNG GÓC 

TẬP 3. ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẲNG VUÔNG 
GÓC 

GIÁO VIÊN MUỐN MUA FILE WORD LIÊN HỆ 0946798489 
Facebook: https://web.facebook.com/phong.baovuong 
Page: https://web.facebook.com/tracnghiemtoanthpt489/ 

VVebsite: http://tailieutoanhoc.vn/ 

Email: baovuong7279@gmail.com hoặc tailieutoanhoc7279@gmail.com 


0946798489 









NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


MỤC LỤC 

ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHANG VUÔNG GÓC.2 

A. CHUẨN KIẾN THƯC.2 

B. LUYỆN KĨ NĂNG GIẢI CÁC DẠNG BÀI TẬP.4 

Bài toán 01: CHỦNG MINH ĐƯỜNG THANG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHANG. 4 

Bài toán 02: THIẾT DIỆN ĐI QUA MỘT DIÊM và VUÔNG GÓC VỚI MỘT ĐƯỜNG THANG 8 

Bài toán 03: TÍNH GÓC GỮA ĐƯỜNG THANG VÀ MẶT PHANG.11 

Bài toán 04: TÌM TẬP HỢP HÌNH CHIẾU CỦA MỘT DIÊM trên một ĐƯỜNG THANG HAY 
MỘT MẶT PHẲNG DI ĐỘNG. 16 

CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP.19 


GIÁO VIÊN MUỐN MUA FILE 

HỆ 0946798489 


WORD 


LIÊN 


GIÁO VIÊN MUÓN MUA riLE WORD LIÊN HỆ 0946798489 


1 
















[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


ĐƯỜNG THẲNG VÀ MẶT PHẢNG 

_ ■ 


VUÔNG GOC 


A. CHUẨN KIÉN THỨC 

A.TÓM TẮT GIÁO KHOA. 


1. Định nghĩa. 

Đường thẳng d được gọi là vuông góc vói mặt phẳng (a) nếu nó vuông góc với mọi đường thẳng 
nằm tromg (a). 

Vậy d_L(a)<^>d_La,Vac=(a). 

2. Điều kiện để đường thẳng vuông góc với mặt phẳng. 

Định lí: Đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (a) nếu nó vuông góc với hai đường thẳng cắt 


d _L a 


nhau nằm tromg (a) ị , V , s=>a_L(a 
v 7 a^aj,b(=^aj v 

anb = M 


d 


3. Tính chất. 



Có duy nhất một mặt phẳng đi qua một điểm cho trước và vuông góc với một đường thẳng cho 


trước. 


Có duy nhất một đường thẳng đi qua một điểm cho trước và vuông góc với một mặt phang cho 


trước. 


4. Sự liên quan giữa quan hệ song song và quan hệ vuông góc. 



a^b 

2. < a _L (a) =^> a // b ( h2) 



b _L (a) 

(“Mỉ 3 ) 


4. (a)la =>(a)//(|3) (h4) 
(|3)±a 
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5. Phép chiếu vuông góc và định lý ba đường vuông góc. 


5.1. Định nghĩa : Cho đường thẳng d _L (a). 

Phép chiếu song song theo phưong d lên mặt phẳng (a) được gọi là phép 
chiếu vuông góc lên mặt phẳng (a). 



5.2. Định lí ba đường vuông góc. 

Cho đường thẳng a nằm trong mặt phẳng (a) và b là đường thẳng không thuộc (a) đồng thoi 
không vuông góc vói (a). Gọi b' là hình chiếu 

của b trên (a). Khi đó a _L b <^> a _L b\ 


5.3. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng. 

Cho đường thẳng d và mặt phẳng (a). 

• Nếu d vuông góc voi và mặt phẳng (a) thì ta nói góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (a) 
bẳng 90°. 

• Nếu d không vuông góc với và mặt phẳng (a) thì góc giữa d vói hình chiếu d' của nó trên 
(a) được gọi là góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (a). 


B. LUYỆN Kĩ NĂNG GIẢI CÁC DẠNG BÀI TẬP . 

Bài toán 01: CHỨNG MINH ĐƯỜNG THANG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHANG. 
Phương pháp: 

Muốn chứng minh đương thẳng d _L (a) ta có thể dùng môt trong hai cách sau. 

Cách 1. Chứng minh d vuông góc vói hai đường thẳng a,b cắt nhau trong (a). 

d _L a 
d±b 

1 / \ 1 / \ = * >a -L( a 

a<^aj,b<^aj v 

anb = 1 

Cách 2. Chứng minh d vuông góc vói đường thẳng a mà a vuông góc với (a). 


Các ví dụ 
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Ví dụ 1. Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD tâm o và có SA _L (ABCD). 
Gọi H,K lần lượt là hình chiếu vuông góc của điểm A trên các cạnh SB,SC và SD. 

a) Chứng minh BC _L(SAB),CD _L (SAD),BD _L (sác) . 

b) Chứng minh sc _L (AHK) và điểm I thuộc mặt phẳng (AHK). 

c) Chứng minh HK _L (sác) và HK _L AI. 


Lời giải. 

a) Vì ABCD là hình vuông nên BC _L AB , lại có 
SA _L (ABCD) => SA _L BC. 

_ íBC_LAB__ ,_V 

v HbcÍsa=- bc1 ( sab )- 


CD _L AD_ , _V 

Tương tự ị ^ ^ =^> CD _L (SAD). 


Ta có đáy ABCD là hình vuông nên BD _L AC, 

bd_lsa=>bd_l(sac). 

[bC-LÍSAB) 

b) Ta có < __ ' =>BC±AH. 

[AHc(SAB) 


Vậy 


ÍAH1BC , . ATT1 _ 

ị “ ~J=>AH±(SBC)=>AH-LSC. 

[ahisb v ’ 


ÍAK1SD , , 

Tương tự ^ AK±(SCD)=>AK±SC . 

5 [AK1CD v ’ 


s 



ÍSC1AH _ , , , 

v 5 HscÍak SC1(AHK) ' 

Ae(AHK) 

< AI_Lsc =>AIcz(AHK). 

sct(ahk) 


c) sa±(abcd)=>| 


SATAB 
SA ± AD 


Hai tam giác vuông SAB và SAD bằng nhau ( do có SA chung và AB = AD) suy ra 

SB = SD,SH = SK=>|^ = ặ|=>HK//BD 
SB SD 

Mặt khác BD _L AC => HK _L AC. 
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„ A HK1SC 

^ỊhkÍac^ 1 ® 1 ^' 

ÍAIc(SAC) 


|hk_l(sac)’ 


HK1AI. 


Ví dụ 2. Cho tứ diện OABC có OA,OB,OC đôi một vuông góc với nhau. Gọi H là hình chiếu vuông 
góc của o trên mặt phẳng (ABC). Chứng minh: 

a) BCl(OAH) 

b) H là trực tâm của AABC 

1111 
c OH 2 ~~OA 2 + ÕỮ + ÕỠ' 


Lời giải. 

, ÍOAIOB ,_. ,, 

a) Tacój 2^=>OAl(OBC)=>OAlBC (l) 

, ÍOHA(ABC) , 

Lại có ị _ OH-LBC ( 2 ) 

[bCc(ABC) V ’ 

Từ ( 1 ) và ( 2 ) suy ra BC_L(OAH). 

b) Do OH -L(ABC) => OH1AC ( 3 ) 

ÍOB_LOA 


OBTOC 


OBl(OAC)^OBTAC ( 4 ) Từ ( 3 ) và ( 4 ) suy ra 



ac_l(obh)=>actbh ( 5 ) 

Lại có BC _L (OAH) => AH _L BC (ó). Từ (5),(6) suy ra H là trực tâm của tam giác ABC. 

ÍOIc(OAH) 

c) Gọi 1 = AHnBC, do ị_ _ ' =>BC_LOI 

Ịbct(oah) 

1 1 1 

Ta vi ác OAI vuông tại o có đường cao OH nên ta có - = ——— + , (*). 
õ & 6 OH 2 OA 2 OI 2 v ' 


Tưong tự cho tam giác OBC ta có * 


1 1 


OI 2 OB oc 2 


thay vào (*) thư được 


1 . 1.1 

■ + —TT + - 


OH 2 OA 2 OB 2 oc 2 
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Ví dụ 3. Cho đường tròn (c) đường kính AB trong mặt phẳng ( a), một đường thẳng d vuông góc với 
(a) tại A; trên d lấy điểm S^A và trên (c) lấy điểm M ( M khác A,B ). 

a) Chứng minh MB _L (sam) . 

b) Dựng AH vuông góc với SB tại H; AK vuông góc vói SM tại K . Chứng minh 
AK _L (SBM),SB _L (AHM) 

c) Gọi I là giao điểm của HK và MB. Chứng minh AI là tiếp tuyến của đường tròn (c). 

Lời giải. 

ÍSAl(a) , , 

a)TacóƯ_ \'=>SAAMB (l) 

MBc(a) v ' 


Lại có MB _L MA ( 2 ) (t/c góc chắn nửa đường tròn) 
Từ (l),(2) suy ra MBA (sam). 

b) Ta có AK ASM, 

MB A (SAM), AK <= (sam) => MB A AK. 

Suy ra AKA(SBM). 

íaka(sbm) 

Tương tự ( __ ~ => AK A SB, 

Ịsb cz (sbm) 

lại có AH A SB suy ra SB A (AHK). 


s 



ÍAIc(AHK) _ 

c) Ta có “ ;. 1 => AI A SB ( 3 ) 

(sba(ahk) v ’ 

ịsA ( Ị^AIASA ( 4 ). Từ ( 3 ),( 4 ) suy ra AI A(SAB)=> AI AAB hay AI là tiếp tuyến của đường 
tròn (c). 


Ví dụ 4. Cho tam giác ABC cân tại đỉnh A có góc A = 120°, cạnh BC = ã\Ỉ3 . Lấy điểm s Ể (ABC) sao 
cho SA = a. Gọi o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác SBC. Chứng minh AO _L (SBC). 

Lời giải. 

Để giải bài toán này, trước tiên chúng ta chứng minh một kết quả sau: 
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Trong không gian tập hợp các điểm cách đêu ba đỉnh của một tam giác là đường thẳng đi qua tâm đường tròn 
ngoại tiếp và vuông góc với mặt phẳng chứa tam giác đó. (đường thẳng này được gọi là trục của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác đó). 


Chứng minh: Gọi M là điểm cách đều ba đỉnh của tam giác ABC 
và o là hình chiếu của trên của M trên (ABC). 

Các tam giác vuông MOA,MOB,MOC có MO chung. 

Vậy MA = MB =MC <=>OA =OB =OC <^>0 là tâm đuờng tròn ngoại 
tiếp tam giác ABC . 

Vậy tập hợp các điểm M cách đều ba đỉnh của tam giác là đuờng thẳng 
vuông góc với mạt phẳng (ABC) tại tâm đuờng tròn ngoại tiếp tam 

giác ABC 

Quay lại bài toán 



Gọi M là trung điểm của BC, ta có AABC cân tại A => AM _L BC. 

ãS 

BM 9 , 4 _ 

AB = „ = 7 - = a. Mặt khác AC = a 

sin 60° s 

2 

suy ra AS = AB = AC = a, điểm A cách đều ba đỉnh S,B,C của 
ASBC, do đó gọi o là tâm đường tròn ngoại tiếp ASBC thì AO là 
trục đường tròn ngoại tiếp ASBC suy ra AO _L (SBC). 


s 



Bài toán 02: THIÊT DIỆN ĐI QUA MỘT ĐIỂM và vuông góc với một đường thẳng. 

Phương pháp: 

Để xác định thiết diện của mặt phẳng (a) đi qua điểm o và vuông góc 

với đường thẳng d với một hình chóp ta thực hiện theo một trong hai cách 

sau: 

d 


Cách 1 . Tìm tất cả các đường thẳng vuông góc với d, khi đó (a) sẽ song 
song hoặc chứa các đường thẳng này và ta chuyển về dạng thiết diện song 

/a\ I a 1 

1 / 

song như đã biết ở ( dạng 2, §2 chương II). 

Cách 2. Ta dựng mặt phẳng (a) như sau: 

1 

1 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Dựng hai đường thẳng a,b cắt nhau cùng vuông góc với d trong đó có một đường thẳng đi qua o, 
khi đó (a) chính là mặt phẳng mp(a,b). 

Các ví dụ 


Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A,B với 

AB = BC = a,AD = 2a; SA_L(ABCD) và SA = 2a.Gọi M là một điểm trên cạnh AB, (a) làmặtphẳng 

đi qua M và vuông góc voi AB.Đặt AM = x(0<x<a). 

a) Xác định thiết diện của hình chóp khi cắt bởi (a). 

b) Tính diện tích thiết diện theo a và X. 


Lời giải. 


a) Ta có 


Bế(a) 

BC±AB=>BC//(a). 

(a)_LAB 


Tương tự 


Aế(a) 

SA 1AB => SA // (a). 
(a)_LAB 


Do 


Mg(abcd) 

BC c (ABCD) => (a) n (ABCD) = MQ // BC,Q e CD . 
BC//(a) 





Tưong tự 


Me(SAB)n(a) 

SAc(SAB) =>(a)n(SAB) = MN//SA,NeSB. 

SA//(a) 


N e (SBC) n(a) 

BCc(SBC) => (a)n (SBC) = NP//BC,PeSC. 

BC//(a) 

Thiết diện là tứ giác MNPQ. 

ÍMQ//BC __ ^ .. 

b) Ta có j //BC ^ '' n ^ n tứ giác MNPQ là hình thang. 


Mặt khác < 


MQ // AB 

MN // SA => MQ L MN suy ra thiết diện là một hình thang vuông tại M và N . 
SA_L AB 


S MN PQ=ị(MQ + NP)MN 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Gọi I là trung điểm của AD và K = GnMQ . 

„ A^T „CA _fi_ MN BM _,_ T 
Do MN // SA nên - 777 - = 77-2 => MN 
SA BA 


MN BM _ BM.SA 2a(a-x) , , 

——— = — -- = 2 a-x) 

BA ' ’ 


NP _ SN _ AM _ NP _ BC.AM _ a.x _ ^ 
BC - SB “ AB ^ - AB “ a _x ■ 

Xét trong hình thang ABCD ta có : 


KQ _ CK _ AM _ rc _ ID.BM _ a(a - x) _ 
ID CI ” AB ^ BA a 

MQ = MK+KQ = a + (a— x) = 2a—X. 

S MNPQ = ^(2a - X + x)2(a - x) = 2a(a - x). 


= a-x 


Ví dụ 2. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh bằng a, SA _L (ABC) và SA = 2a . 
Gọi (a) là mặt phẳng đi qua B và vuông góc với sc . 

a) Xác định thiết diện của hình chóp S.ABC khi cắt bởi (a). 

b) Tính diện tích của thiết diện này. 


Lời giải. 

a) Gọi I là trung điểm của AC, dựng IH _L SC,H G sc . 

Ta có jgj SA ^ BI1 ( SAC ) ■ Mặt khác IH1 sc nên ( BIH ) 1 sc • Vậy 

( BIH) chính là mặt phẳng (a ) đi qua B và vuông góc với sc . 

Thiết diện là tam giác IBH. 

b) Do BI _L (SAC) => IB _L IH nên AIBH vuông tại I. 
a^Ỉ3 


BI 


( đường cao của tam giác đều cạnh a). 



Hai tam giác CHI và CAS có góc c chung nên chúng đồng dạng. Từ đó suy ra 

a 


IH CI TTT CI.SA CI.SA 

7rf = —7 => IH 

SA cs 


_ Vi.SA _ 2 ’ 2a _ 5^5 

C^"ựSA 2 +AC 2 ~74a 2 +a 2 ~ 5 


Vậy S B 


Ị aS aj5_ a 2 %/Ĩ5 


2 2 


20 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Bài toán 03: TÍNH GÓC GỮA ĐƯỜNG THANG VÀ MẶT PHANG 
Phương pháp: 


Để xác định góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (a) ta thực hiện 
theo các bước sau: 

Tìm giao điểm o = a n (a) 

Dựng hình chiếu A’ của một điểm Aea xuống (a) 

Góc AOA’ = (Ị) chính là góc giữa đường thẳng a và (a). 

Lưu ý: 

Để dựng hình chiếu A' của điểm A trên (a) ta chọn một đường thẳng b _L (a) khi đó AA' // b. 
Để tính góc (Ị) ta sử dung hệ thức lượng trong tam giác vuông AOAA'. Ngoài ra nếu không xác 
định góc (Ị) thì ta có thể tính góc giữa đường thẳng a và mặt phẳng (a) theo công thức 

trong đó u là VTCP của a còn n là vec tơ có giá vuông góc với (a). 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SA _L ( ABCD) và SA = . Tính 

a) Góc giữa đường thẳng SB với mặt phẳng (sác) . 

b) Góc giữa AC vói mặt phẳng (SBC). 

Lời giải. 


sin<ị>: 


u.n 


u n 



a) Ta có 


ÍBOIAC 
[BO_LSA ^ 


BO _L (sác) suy ra so là hình chiếu của SB trên 


(SAC). 


Vậy (SB,(SAC)) = BSO = ọ. 

— /T7 

, BO OB 2 V14 

sin ộ = —— = 7 = = = —±= = A— 

SB ựAB 2 + AS 2 a-v/ỹ 14 


s 



=> cb = arcsin —=. 

v síũ 

b) Trong (SAI:>) gọi H là hình chiếu của A trên SB 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


BC1AB _ , . , 

Vìr„ =>BC-L(SAB)=>BC-LAH. 

[BC1SA v ’ 

Từ đó ta có I ^ ^ =^> AH _L (SBC), hay CH là hình chiếu của CA trên (SBC). Vậy 


(AC,(SBC)) = ACH = a. 


1 1 , 1 1 17 6 

- — - + - — ——r H-r — ——T- => AH — ã. — . 

AH AS 2 AB 6a 2 a 2 6a 2 V7 


■ Oi = arcsin ———. 

7 


AH a v 7 >/2Ĩ 

sina = ——7 = = —3— 

AC 7 


Ví dụ 2. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, o là tâm của đáy, so _L (ABCD); 
M,N lần lượt là trung điểm của SA,CD. Biết góc giữa MN với (ABCD) bằng 60°. Tính góc giữa MN 
và (SBD). 


Lời giải. 

Cách 1. Kẻ MH // SO, He OA . 


ÍMH//SO 

D ° I SO 1 (ABCD) ^ MH1 ( ABCD ) su y ra NH là hình 

chiếu của MN trên (ABCD) =^>MNH chính là góc giữa 
đuờng thẳng MN với (ABCD). 


HB 2 =OH 2 +OB 2 

r rz \ 2 í ỈZ \ 2 

Ta có = 


a^YYaVĨ 


4 , 
5a 2 


2 V 


„2 „2 

_ a a 

~¥ + y 



r- JìC 


=s.NH = ?ệ.Xet AM™ “ = = MH = NHtanóO 0 = -^-ầ -. 

2^2 cos60° 1 SỈ2 2yỊĨ 

2 

Gọi I là trung diểm của OB, J là trung điểm của so thì MJ // IN và MJ = IN. Gọi 
K = IJn MN => JK = hj và MJ _L (SBD) => MKJ là góc giữa MN và (SBD) . 


15 a 2 

Ta CÓ IJ 2 = JO z + OI 2 = MH 2 + OI 2 = —+ 

8 


vỵ /2 

4 7 


= 2a 2 . 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


>ĨỊ = aslĩ và ĨK = ^ệ. 


ìyỊĨ 


Đặt MKJ = (ị> => tan (Ị) = = —ưr = ^ • 

JK ãy/2 2 

~2~ 

1 

Vậy góc giữa MN và (SBD) là cỊ) = arctan^-. 

Cách 2. Ta có MN = ỉ(sC + ÃBỊ = Ị(sÕ + ÕC + ẤO + ỠB) = ị(sO + ÃC + ỠB) 


)=- 

( 3a 2 3 

so 2 +— 

' 4 

l 2 J 


1 L 2 5a z 


’ MN 2 V + 2 


Ta có (Ị) là góc giữa MN và (SBDj nên sin rị) = 


MN, 

.n 

MN 

n 


( n là vec tơ có giá vuông góc với (SBD)). 


ACTSO _ . V A , - — - , 

Do 1 . „ . 1„ => AC ± (SBD) nên chọn n = AC, từ đó ta có 
AC ±BD v ' 


sin<ị) = 


^(sõ+ãc+ỡb)ãc I AC 2 2 

'lJso'Á-JĨ ~' /2S ° 2+5 ° 1 

+ ' LÍ.Ỷ AÍM / A T>/—T~\\ snồ 


■0 


Do góc giữa đường thẳng MN và (ABCD) bằng 60° nên 


s _ 

MN.SO 


-so 2 

2 

2 

MN 

SO 


L_ 2 5a 2 „ 



2 1 

íso 2 + -2-.SO 


: & » 8 SO 2 = 3 ( 2 SO 2 + 5a 2 ) 


1 1 

2S0 2 = 15a 2 . Thay vào ị *) suy ra sin (ị) = -p =^> <ị> = arcsin-p . 

v5 V 5 

1 

Vậy góc giữa MN và (SBDÌ là <ị> = arcsin-p . 

V 5 

Ví dụ 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, tâm o và so _L ( ABCD) .Mặt phẳng 
(a) đi qua A và vuông góc vói sc cắt hình chóp theo một thiết diện có diện tích S td = ^a 2 . Tính góc 
giữa đường thẳng sc và mặt phẳng (ABCD). 


Lời giải. 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Giả sử («) cắt các cạnh SB,SC,SD lần lượt tại các điểm H,J,K. Do 
ÍBD1SO 


BD1AC 


■ BD ± (sác) => BD -L sc mà (a) -L sc => (a) // BD. 


Vậy 


BDc(SBD) 

BD//(a) => KH // BD => HK -L (sác) => HK -L AJ 

(SBD)n(a) = HK 



B 


do đó S AHJK = ^HK.AI. 

Do SO_l(ABCD)^>OC là hình chiếu của sc trên (ABCD) suy ra (SC,(ABCD)) = SCO = cị). 

Ta có AJ = ACsincị} = aN/2sincị}; so = oe tan (ị? = tan (Ị). 

ASOC ~ ASJI => SIJ = SCO = (Ị) => AIO = SIJ = (Ị). 

asỉĩ 

Từ đó ta có OI = OA cot (ị) = cotcỊ). 


a %/2 

OI o cot( t 5 


HK _ SI _ Ị Ul _ I_2_ 

BC ” SO ” so - a4ĩ 


= 1 - cot 2 (Ị) 


tan (Ị) 


=>KH = BDỊ1- cot 2 4») = a-JĨ (l - cot 2 4»). 

Vậy S AHJK = -^HK.AI =a^sin (ị).a \Ỉ2 Ịl -cot 2 (ị) j=2a 2 sin (ị) (l -cot 2 cf> ) 

1 

Từ giả thiết suy ra 2a 2 sin<ị>(l-cot 2 <ị>) = ^-a 2 <»4sin 2 (ị)-sin<ị>-2 = 0 

. , 1 + n/33 , 1 _ ^ , n _^_ . , „ x 

sin (Ị) = ——7— (do 0 < ọ < ^ nen sincị) > 0 ) 

8 2 

_ . .. i+>/33 

<=> <Ị> = arcsin-7— . 

Y 8 

Vậy góc giữa đường thẳng sc vàmặtphẳng (ABCD) là (ị) = arcsin -— . 

8 

Ví dụ 4. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A 1 B 1 C 1 D 1 có đáy ABCD là hình vuông . Tìm góc lớn nhất giữa 
đường thẳng BDj và mặt phẳng (BDCj). 


Lời giải. 

Cách 1. 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Gọi I = ACnBD ,0 là trung điểm của BDjthì Oe(CAAjCj). 
ÍBD±AC 


Do 


IBD ± cc, 


•BD±(CAA 1 C 1 ),hạ OH-LIC^HelC, thì 


góc OBH = a .Đặt AB = AD = a, AA 1 = b thì 

BD 1 = ,/AB 2 + AB 2 + DD 2 = s/ĩã 2 + b 2 
\/2a 2 +b 2 


• OB = - 


Dễ thấy HO: 



sina: 


OH 

1 


OB í 

fa 2 bư 


J2 

— ư T’" õ 

+ 5 

V 

T 2 a 2 J 



a 2 b 2 1 1 Tí 

Do — 7 + —7 > 2 =^> sina < 4 a < arcsin 4 ( Do 0 < a < 7- ) 

b 2 a 2 3 3 2 

1 

Vậy maxa = arcsin ^ khi a = b. 


: a. 



Cách 2 . CB = X,CD = y, CCj = z = 

BD X = -X + y + z, BD X = <ịx +y +z = ^ 2 a 2 +b 2 

Gọi H là hình chiếu của c trên cụ thì CHTCụ và CH_LBD^CH_L(BDC 1 ). 

^ , CH CH.CI cc 2 b 2 2b 2 

IH IH.IC 1 CI f a ựp 2 a 2 


2b^ 

CH = — CtCƯ+ 2 

2b 2 * . 2b 2 


2 , 


a 2 cỉ - a 


1 +' 


1 + - 


a + 2b 


CC+ - T . 2 CÌ 


2 1 2 


a +2b 


a 2 ^ , b 2 b 2 3, b 2 7, a 2 - 

cc, H —;r———CI = ^r———x + ^r-—— y + —-— z 


a + 2b 


2 1 „2 


a + 2b a +2b a 2 +2b 2 " a 2 +2b 2 


CH 


b 4 -2 b 4 "2 a 4 -2 _ ab 

]Ị(a 2 + 2 b 2 ) 2 (a 2 + 2b 2 ) 27 (a 2 + 2b 2 ) 2 _ x/a z +2b : 

/37-/ b 2 

Ị-x + y + zỊ 


Vậy sina = 


CH.BD, 


CH 


BD, 


, b - a : 

a 2 + 2b 2 x + a 2 + 2b 2 y + a 2 + 2b 2 z 


V2a 2 +b 2 . ab 

ựa 2 +2b 2 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


ab 

‘ ỊTTĩữpTTtĩ)' 

Theo BĐT AGM ta có . < _= 4 

^(a 2 +2b 2 )(2a 2 +b 2 ) 3 


Vậy sina < 4 => a < arcsin 4 =^> ma xa =arcsin 4 khi a = b . 
3 3 3 


Bài toán 04: TÌM TẬP HỢP HÌNH CHIÊU CỦA MỘT ĐIỂM trên một đường thang hay 
MỘT MẶT PHẲNG DI ĐỘNG. 

Phương pháp: 

Để giải các bài toán dạng này trước tiên ta cần nắm chắc lời giải của hai bài toán gốc sau: 

Bài Toán 1: Trong không gian cho (a) và hai điểm cố định A và o vói A Ể (a), o e (a), d là một 
đường thẳng di động trong (a) và luôn đi qua o . Gọi H là hình chiếu của A trên đường thẳng d . 
Tìm tập hợp điểm H khi d di động. 

Lời giải. 


Dựng AHl(a) suy ra H cố định. 

(d_LAH 
d_L AM 


m 1 a _L AƯ1 , . „ V 

Ta có ị _ 4^dl AMH 
|d_L AM v 7 

=>d_LHM. 

Trong mặt phẳng (a) điểm M nhìn đoạn OH cố định dưới 

một góc vuông suy ra M thuộc đường tròn đường kính OH trong (a). 



một góc vuông suy ra M 
Bài Toán 2: Trong không gian cho đường thẳng d và điểm A cố định 

(a) là mặt phẳng di động nhưng luôn chứa d . Tìm tập hợp hình chiếu vuông góc của A trên (a) khi 
(a) di động. 


Lời giải. 

Gọi (|3) là mặt phẳng qua A và vuông góc vói d và a = (a) n (p). Trong 
(p) gọi H là hình chiếu của A trên a và 

E = d n ((3). Ta có A,E cố định và trong mặt 
phẳng (p) điểm H nhì đoạn AE dưới một 
góc vuông nên H thuộc đường tròn đường kính AE . 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình hộp ABCD.A 1 B 1 C 1 D 1 có tất cả các mặt đều là hình vuông với o là tâm của hình hộp 

và M là một điểm chuyển động trên đoạn AB. Gọi H là hình chiếu của c xuống đuờng thẳng OM . 
Tìm quỹ tích điểm H 

Lời giải. 

Phân thuận . 


AB1BC _ V 

Gọi I = C 1 BnBC 1 , do ị z _ => ABTÍBCCBA^ AB_LCI 

1 1 Ịab±bb x v 1 

mà CI _L BC X =^> CI _L (ABC X D X ) CI _L OH, mặt khác OH _L CH nên 
OH _L (chi) => OH _L IH . Điểm H nhì đoạn thẳng OI cố định duói một 
góc vuông đồng thời H E OM c= (ABC X D X ) cố định nên H thuộc đuong 
tròn đuờng kính OI trong (ABC X D X ). 

Giới hạn . 


A M B 



Khi M = A thì H = H x trong đó H x là hình chiếu của C trên AC X . 
Khi M = B thì H = H 2 trong đó H 2 là hình chiếu của C trên D X B . 


Vậy H chạy trên cung H X H 2 
Phân đảo . 

Giả sử H' là một điểm bất kì trên cung H X H 2 , ta chứng minh tồn tại điểm M' trên đoạn AB sao cho 
H' là hình chiếu của c trên OM'. 

Gọi M' = OH'n AB. Dễ thấy IC ± (ABC 1 ) => IC1 OM’ 

Vậy ị ■ L ĩ^. => OM' _L (lCH')=>CH’ _LOM' , hay H' là hình chiếu của c trên OM'. 

J [OM’_LIH' v ’ J 

Kết luận : Tập hợp điểmH là cung H X H 2 . 

Ví dụ 2. Trong mặt phẳng (a), cho một điểm o cố định, một đuong thẳng d cố định không đi qua 
o , một góc vuông xOy quay xung quanh điểm o . Các tia Ox,Oy cắt d theo thứ tự tại A,B . Trên 
đuong thẳng vuông góc với mặt phẳng (a) và đi qua o , lấy một điểm s cố định . Dựng 
OE _L SA,OF _L SB . Tìm quỹ tích các điểm E và F khi vuông xOy quay xung quanh điểm o . 

Lời giải. 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Dựng OH_L(SAB)thì H cốdịnh .DoOHl(SAB) =>OH_LSE, 
mặt khác OE _L SE =^> SE _L (OEH) => SE _L EH. Điểm E nhìn đoạn 
SH cố định trong mặt phẳng mp(s,d) nên E thuộc đường tròn 
đường kính SH trong mặt phẳng mp(s,d). 

Tưong tự F thuộc đường tròn đường kính SH trong mặt phang 

mp(s,d). 

Phân đảo.( bạn đọc tự giải) 

Vậy tập hợp các điểm E và F là đường tròn đường kính SFỈ trong mặt phẳng mp(s,d)bỏ đi hai điểm 
s và H. 



Ví dụ 3. Cho hình chóp S.ABC có SA _L (ABC), tam giác ABC vuông tại B. Gọi M là một điểm trên 
cạnh SA . Tìm tập hợp hình chiếu vuông góc của s trên (MBC) khi M di động trên đoạn SA. 


Lời giải. 

Phân thuận. 

Ta có ịzz _=>BC±fSAB). 

[BC _L AB v 7 

Dựng SH_L MB,H E MB, khi đó ta có 

ÍSH^(SAB) __ _,_. . 

1 íl í\ => SH1BC => SH1 MBC Vậy H là hình chiếu của s 
BC-LÍSAB) 

trên mặt phẳng (MBC). 



Trong mặt phẳng (SAB) điểm Fỉ nhì đoạn SB dưới một góc vuông nên H thuộc đường tròn 
(c) đường kính SB nằm trong (SAB). 

Gới hạn. 

Khi M = S=>H = S. 

Khi M = A^H = A. 

Vậy M di động trên đoạn SA thì Fi di động trên cung nhỏ SA của đường tròn (c). 

Phân đảo. 

Gọi H’ là một điểm bất kì trên cung nhỏ SA của đường tròn (c) , gọi M' = BH'n SA. Ta có 

c ^SFT±(M’BC) hay H' là hình chiếu của s trên (MBC). 

SH’ _L BC 


Kết luận : Tập hợp các điểm H là cung nhỏ SA của đường tròn (c). 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Câu 26. Cho tứ diện SABC có ABC là tam giác vuông tại B và SA _L (ABC) 


a) Khẳng định nào sau đây là đúng nhất. Chứng minh BC -L (SAB). 

A. BCl(SAB) B. BC-L(SAC) 

c. ỊaD, BcỊ = 45° D. ỊaD, Bc) = 80° 

b) Gọi AH là đường cao của tam giác SAB, thì khẳng định nào sau 
đây đúng nhất. Chứng minh AH _L sc. 

A. AH_LAD B. AH_LSC 

c. AH _L (SAC) D. AH_LAC 

ìsdỉài làm: 26. a) Ta có SA _L (ABC) nên SA _L BC. 

Do đó ^ ^ 1 => BC _L (SAB) Chọn A 
BCTAB] v ’ 

b) Ta có BC _L (SAB) => BC1AH 


D 



Vậy 


AHTBCÌ 
AH_LSB } 


=> AH _L sc .Chọn B 


Câu 27. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm o. Biết SA = SC,SB = SD. 

a) Khẳng định nào sau đây là sai?. 

A. sot(abcd) b.sotac 

c. so _L BD D. Cả A, B, c đều sai 

b) Khẳng định nào sau đây là sai?. 

A. AC _L (SBD) B. AC T so c. AC _L SB D.Cả A, B, c đều sai 

■SkBài làm: 27. a) Ta có o là trung điểm của AC và 


SA = sc => SO _L AC. 

Tương tự SOTBD . 

SO _L ACÌ 

Vậy >=>SO_l_(ABCD).ChọnD 

J SO _L BD j v ’ 

b) Ta có AC _L BD ( do ABCD là hình thoi). 
Lại có AC _L so ( do so ± (ABCD)) 

Suy ra AC _L (SBD) => AC _L SD .Chọn D 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Câu 28. Cho tứ diện OABC có OA,OB,OC đôi một vuông góc. Kẻ OH _L (ABC). 

a) Khẳng định nào đúng nhất? H là trực tâm của AABC. 


A. H là trực tâm của AABC. 
c. H là trọng tâm của AABC. 

b) AABC là tam giác gì? 

A. AABC là tam giác nhọn, 
c. AABC là tam giác vuông 

c) Khẳng định nào sau đây là đúng nhất? s 2 ABC 

A s 2 = — s 2 _|_Aq 2 +As 2 

d aabc — 2 ^AOAB + 2 d aobc + 2 d aoca 

c. -S 2 =s 2 „ +s 2 _+s 2 , 

2 Ư AABC ư AOAB ư AOBC ư AOCA 


B. H là tâm đuong tròn nội tiếp của AABC. 

D. H là tâm đuong tròn ngoại tiếp của AABC. 

B. AABC là tam giác tù 
D. AABC là tam giác cân 

s 2 „ + s* ~ +s* . 

^AOAB ^ ^AOBC ^ ^AOCA 

1 

R — s 2 — s 2 c 2 1 c2 

D * 2 ^AABC — ^AOAB ^AOBC ^ °AOCA 

D. s 2 = s 2 _+s 2 „ + s 2 . 

ư AABC ^AOAB T ^AOBC T ư AOCA 


d) Tìm tập họp các điểm M trong không gian sao cho MA 2 + MB 2 + MC 2 = 3M0 2 . 

A. M thuộc mặt phẳng đi qua I và vuông góc vói OG, trong đó I là điểm cách đều 4 điểm 
0,A,B,C và G là trọng tâm của tam giác ABC 

B. M thuộc mặt phang đi qua I và song song với OG Trong đó I là điểm cách đều 4 điểm 
0,A,B,C và G là trọng tâm của tam giác ABC 

c. M thuộc mặt phang đi qua o và vuông góc với OG, trong đó G là trọng tâm của tam 
giác ABC 

D. M thuộc mặt phẳng đi qua o và song song vói OG, trong đó G là trọng tâm của tam giác 

ABC 


■SkBài làm: 28. 


, OAIOBÌ _ , , 

a) Ta cc> . _q=>OA±(OBC)=>OA±BC 

' OAiocJ v ’ 

Lại có OH T (ABC) => OH ± BC 

Vậy ^ ^ => BC1 (OAH) 

y BCTOHị v ' 

=>BC-LAH (l). 


A 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


AC _L OB ì , , _ _ , . 

Tương tự [ => AC _L (OBH) => BH _L AC ( 2 ) 

Từ (l)/(2) suy ra H là trực tâm của tam giác ABC. 

b) Đặt OA = a,OB = b,OC = c 
Ta có BC = Ự 0 B 2 + oc 2 = ựb 2 + c 2 

Tương tự AC = Va 2 +C 2 , AB = Va 2 +b 2 
Áp dụng định lí côsin cho tam giác ABC ta có 


ab 2 +ac 2 -bc 2 J 

(a 2 +b 2 

) + (a 2 +c 2 H 

(bw) 

2AB.AC 

2 4 

(a 2 + b 2 ) 

l(a 2 +b 2 ) 


= 7 = > 0 suy ra A nhọn. 

Ặa 2 +b 2 )(a 2 +b 2 ) 

Tương tự các góc B,c nhọn. 

c) Ta có S 2 BC =^AI 2 BC 2 = t(OI 2 +OA 2 )(OB 2 +OC 2 ) 

Aoơsc’ + ịOA 2 OB 2 + jOA=oe =S; OAB 

d) Gọi I là điểm cách đều 4 điểm o, A,B,C và G là trọng tâm của tam giác ABC thì ta có : 
MA 2 + MB 2 + MC 2 = 3M0 2 

<»(mi+iaỊ 2 +(mỉ+ib) 2 +(mỉ+ic] 2 = 3(MỈ+IO) 2 

<=> ỊĩẴ + IB + ĩc jlM = 3IÕ.MÍ 3ĨG.MỈ = 3ĨÕ.ĨM<=>ÕGMỈ = 0MI_LOG (do LA + IB + IC = 3IG) 
Vậy M thuộc mặt phang đi qua I và vuông góc vói OG. 


Câu 29. Cho hai hình chữ nhật ABCD và ABEF nằm trong hai mặt phang khác nhau sao cho hai 
đuong thẳng AC và BF vuông góc vói nhau. Gọi CH và FK lần luợt là đuong cao của hai tam giác 
BCE và ADF . Chứng minh rằng : 

a) Khẳng định nào sau đây là đúng về 2 tam giác AACH và ABFK ? 

A. AACH và ABFK là các tam giác vuông B. AACH và ABFK là các tam giác tù 

C. AACH và ABFK là các tam giác nhọn D. AACH và ABFK là các tam giác cân 

b) Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. BF_LAH B.ịBF,AHj = 45° c. AC-LBK D. AC_L(BKF) 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


ìsTỉài làm: 29. 

_ , ABTBCÌ , . 

a) Ta có “ „~T=>AB_l(BCEÌ 
' ABTBEJ v ’ 

=> AB T CH. 

ÍCH1AB _ T , , , 

Vậy „„ =>CH±(ABEF) 

J [CHIBE v ’ 

=> CH _L AH ,hay AACH vuông tại H. 
Tương tự ^ ^ [=>FKJ. (ABCD) 

=> ÀBFK vuông tại K . 


A 



b) Ta có CH_L(ABEF) =>chTBF, mặt khác ACTBF^>BFT(ách)^>BFTAH. 

AC1KFÌ _ , , . 

Tương tự í=>AC-L(BKF)=>ACTBK. 


Câu 30. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA _L (ABCD) và SA = a . Gọi 
I,K lần lượt là trung điểm các cạnh AB và sc . Tính IK. 


A. IK = 

ca 

HH 

II 

& 

u 

2 

2 

c. IK = a ^ 

D. IK = 3a ^ 


3 2 

^Bài làm: 30. Ta có IS = ỰaI 2 + AS 2 = 




v2y 


, 2 aV5 

+ a= — 7 — Tương 


tự ID = IC = ^ suy ra 


IS = ID = IC nên I thuộc trục đường tròn ngoại tiếp tam giác 
SCD. 


Mặt khác 


CD1AD 


•CDl(SAD) 


ỊCDTSA 

>CD_LSD=> ASCD vuông tại D, lại có K là trung điểm của 



sc nên K là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác SCD, do đó KI _L (SCD). 

Ta có IK 2 = ID 2 - DK 2 = ID 2 -ị sơ =ID 2 -ị( SA 2 + AC 2 ) 

ẩ aV ) 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ể^_I( a 2 + 2a 2 ) = ^=>IK = 

d A\ / 9 




Câu 31. Cho tứ diện ABCD có DA,DB,DC đôi một vuông góc . Gọi a,Ị3,y lần lượt là góc giữa các 
đường thẳng DA,DB,DC vớimặtphẳng (ABC). 

Tìm Giá trị nhỏ nhất của M = (2 + cot 2 a )(2 + cot 2 p )(2 + cot 2 y). 

A. 64 B.8 c. 1 D. 6aS 

ìsTỉài làm: 31. Gọi H là hình chiếu của D trên (ABC) 

Khi đó H là trực tâm của tam giác ABC. 



Tương tự 2 + cot 2 |3>^pL ( 2 ) và 2 + cot 2 Y >( 3 ) 
yac \Ịab 

Nhân theo vế các BĐT (l),(2),(3) ta được (2 + cot 2 a) (2 + cot 2 13) (2 + cot 2 y j > 64 ( đpcm) 


Câu 32. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông, Gọi H là trung điểm của AB và 
SH -L (ABCD). Gọi K là trung điểm của cạnh AD. 

a) Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. AC _LSH B. AC-LKH C. AC _L (SHK) D. Cả A, B, c đều sai 


b) Khẳng định nào sau đây là sai?. 

A. CK_LSD B. DHTCK 

c. DKC + ADH = 90° D. Cả A, B, c đều sai 

■aTỉài làm: 32. 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


a) Ta có SH _L (ABCD) => SH _L AC 

, . , ÍHK//BD . „ , _ 
lại có . y _ => AC-LHK 
[AC1BD 

=^AC_l(SHK). 

b) Dễ thây AAHD = ADKC => AHD = DKC 
mà AHD + ADH = 90° 

=> DKC+ADH = 90° hay DH_LCK, mặt khác ta có 

sh_lck=>ck_l(sdh) =>ck_lsd. 


s 



Câu 33. Cho hình chóp S.ABC có SA _L (ABC). Gọi H,K lần lượt là trực tâm các tam giác ABC và 
SBC. Khẳng định nào sau đây là đúng 

a) AH,SK và BC đồng qui. 

A. AH và BC chéo nhau B. AH và SK chéo nhau 

c. AH,SK và BC đồng qui. D. AH,SK và BC không đồng qui. 

b) Khẳng định nào sau đây là sai?. 

A. SB _L (CHK) B. SB _L HK c. CH _L (SAB) D. Cả A, B, c đều sai 


c) HK _L (SBC) .Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. HK_L(SBC) B. bc_l(sai) c. BC_LHK 

ìSkBài làm: 33. 

a) Gọi I = AHnBC, để chứng minh AH,SK và BC đồng qui. 

Ta cần chứng minh SI là đường cao của tam giác SBC, nhưng điều 
này đúng do BC _L SA và BC -L AI. 

b) Ta có SB-LCK 

, ÍCHTAB , . 

thêm nữa ta có ị "" " => CH _!_ (SABÌ => ch ± SB 

Ịch ± SA v ’ 

Vậy SB±(CHK). 

b) Theo các chứng minh trên ta có 


D. Cả A, B, c đều sai 


s 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


SB_L(CHK)=>SB_LHK và BC_L(SAl)^BC_LHK do đó HK_L(SBC). 


Câu 34. Trong mặt phẳng (a) cho đường tròn đường kính cố định BC và M là điểm di động trên 
đường tròn này. Trên đường thẳng d vuông góc với (à) tại B lấy một điểm A. 

a) Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. các mặt của tứ diện ABMC là tam giác vuông 

B. các mặt của tứ diện ABMC là tam giác vuông cân 
c. tam giác ACM vuông tại A. 

D. tam giác ACM vuông cân tại M . 

b) Gọi H,K lần luợt là hình chiếu của B trên AM và AC . Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. AC_L(BHK). B. BH_LAC C.A,B đều đúng D.A, B đều sai 

c) Tìm tập hợp điểm H khi M di động. 

A. H thuộc đường tròn đường kính BK. 

B. H thuộc đường tròn đường kính AC. 

C. H thuộc đường tròn đường kính BM. 

D. H thuộc đường tròn đường kính AB. 

d) Tìm vị trí của M để đoạn AM lớn nhất. 

A. M = c B. M = B 

c. M = H D. M = K 

e) Tìm vị trí của M để diện tích tam giác BHK lớn nhất. 

A. M là các giao điểm của đường tròn đường kính BC vói đường tròn tâm B bán kính 
9 BA.BC 

^2BA 2 + BC 2 

B. M là các giao điểm của đường tròn đường kính BC vói đường tròn tâm B bán 

I , _1 1 BA.BC 

kính — - 

2 V^BÃ^+BỠ 

c. M là các giao điểm của đường tròn đường kính BC với đường tron tâm B bán kính 
„ BA.BC 
^2BA 2 +BC 2 


GIÁO VIÊN MUÓN MUA riLE WORD LIÊN HỆ 0946798489 


25 














NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


D. M là các giao điểm của đường tròn đường kính BC vói đường tròn tâm B bán kính 
BA.BC 
n/2BA 2 + BC 2 


■ỉsJ3ài làm: 34. 


í AB ± BM . v . A . 

a) Ta có AB ±(aj => j Ag ^ ^ suy ra các tam giác ABM và ABC vuông tại B. 


. , MC1MB 

Tiếp theo tacó r ' . _ => MC1 (ABM) 

r MC1AB v ' 


=> MC -L AM hay tam giác ACM vuông tại M . 

, _ , ÍBH1AM „„ , , . _ . 

b Ta có , ,1 => BH1 f ACM) 

[BH1MC v ’ 

=>BH-LAC. 

ACTBH 


, IA ACTBHÌ . _ . , , 

Vậy . „ . _A=>AC±(BHK). 
J ACTBK] v ' 





c) Dễ thấy BK cố định và BHK = 90° nên điểm H thuộc đường 
tròn đường kính BK .Từ đó ta có tập hợp các điểm M là đường 
tròn đường kính BK. 

d) MA 2 = AB 2 + BM 2 mà AB không đỏi nên AM lớn nhất khi MB lớn nhất <=> BM = BC <=> M = c. 

V T , e _ 1 „„ w . BH 2 +HK 2 BK 2 X ^ 

e) Ta có S BHK =—BH.HK <---= -Ị- không đoi nen 


maxS 


BK 


BK 


BHK - 4 <=> BH = HK , lúc này AHBK vuông cân tại H nên BH = -J- . 


, 1 1.11 11 
Tacó rA- = r 77 + Ư 7 r;-A- = -A- + -Tĩ 

BH BA 2 BM BK AB BC 2 


c 


nên 2 


1 . 1 
+ 




oMB = 


V BA 2 BC 2 
BA.BC 


111 


BM BA 2 BM BA 2 BC 2 


s/2BA 2 + BC 2 


BK 2 BA BC 

Vậy maxS BHK = —— <=> <^> MB = I = - «> M là các giao điểm của đường tròn đường kính 

4 y2BA 2 +BC 2 

BC vơi đường tròn tâm B bán kính BA.BC 


4ĨbÃ 2 + BC 2 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Câu 35. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, mặt bên SAB là tam giác đều và 
sc = a>/2 . Gọi H,K lần luợt là trung điểm của các cạnh AB và AD. 

a) Khẳng định nào sau đây là sai?. 

A. SH _L (ABCD) B. SH _L HC c. A, B đều đúng D. A, B là sai 

b) Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. CK_LHD B. CK_LSD 

c. AC _L SK D. Cả A, B, c đều sai 

ìsJỉài làm: 35. 

a) Vì H là trung điểm của AB và tam giác SAB đều nên £ 

SH-LAB 

Lại có SH = ^,SC = a^, HC = ^DH 2 + DC 2 =^ệ- 
2 2 

Do đó HC 2 +HS 2 =^ + ^ = 2a 2 =SC 2 
4 4 

=> ÀHSC vuông tại H => SH -L HC 

Vậy ^ ^ SH ± (ABCD). 
y [SHIAB v ' 

b) Ta có AC _L HK và AC1SH => AC _L (SHK) 

=>AC±SK. 

Tương tự CK-LHD (như bài 32) và CK-LSH^>CK-L(SDH)=>CK-LSD. 



Câu 36. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật với AB = a, BC = , mặt bên SBC là 

tam giác vuông tại B, mặt bên SCD vuông tại D và SD = Ĩ 1 \[j . 

a) Tính SA . 

A. SA = a B. SA = 2a c. SA = 3a D. SA = 4a 

b) Đuờng thẳng qua A vuông góc vói AC cắt CB,CD lần luợt tại I,J . Gọi H là hình chiếu của A 
trên sc .Gọi K,L là các giao điểm K,L của SB,SD với (HIj). 

Khẳng định nào sau đây là đúng nhất? 

A. AK T (SBC), B. AL _L (SCD) c. AKTSC D. Cả A, B, c đều đúng 

ìỉkBài làm: 36. 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


a) ASBC vuông tại B=>BC_LSB mà BC_L AD=>BC_I_(SAB) 


=>BC-LSA. 

Tương tự ta có SA _L CD nên SA _L (ABCD). 
Ta có 



s 


SC = N/ÕS 7 +DC r = a^ 


=>SB = VsC 2 -BC 2 =a y/ĩ 


=> SA = \/SB 2 - AB 2 = a. 


/ 


B 


c 


Vậy SA = a. 

b) Do |;;| s A a C -IU(SAC)^IUSC 

Lại CÓ AH_LSC^(HIJ)_LSC^AK_LSC (l) 

Dế thấy BC_L(SAB)=>BC_LAK ( 2 ) 

Từ (l),(2) suy ra AKT(SBC). 

Lập luận tuơng tự ta có AL _L (SCD). 

Câu 37. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B , AB = a,SA = và 

SA _L (ABC). Gọi M là điểm trên cạnh AB và AM = X (0 < X < a), mặt phẳng (a) đi qua M và vuông 

góc vơi AB 

Giả sử thiết diện của hình chóp S.ABC với (a) là tứ giác MNPQ. 

a) Hỏi tứ giác MNPQ là hình gì 

A. Hình chữ nhật B. hình vuông c.hình thang D. hình bình hành 

b) Tìm X để diện tích thiết diện MNPQ lớn nhất. 





D. X = a 


^SkBài làm:37. Ta có 





Do đó < SA<^(SAB) 
SA//(a) 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Me(a)n(ABC) 

< BC(=(ABC) 

BC //(«) 

=> (a) n (ABC) = MQ // BC,Q G AC 
N e (SBC) n(a) 

< BCc(SBC) =>(a)n(SBC) = NP //BC,PeSC. 

BC//(a) 

Thiết diện là tứ giác MNPQ. 

b) Ta có MN // SA,PQ // SA =>MN // PQ và 

MQ // BC, NP // BC => MQ // NP nên MNPQ là hình bình hành. 


s 



'MN // SA 


Mặt khác < 


NP // BC => MN _L NP . Vậy MNPQ là hình chữ nhật. 


SA-LBC 


b) Ta có MQ = AM = X, 


MN MB A >TTV T MB.SA (a-x)a^ 

-7-7- = —77 => MN = z = --—- 

SA AB AB a 


= %/3(a-x) 


s. _ 

Ư MNPQ 


2 

= MN.MQ = ì/3(a-x)x = ^[j- 


í aỴ 

X - — 

2j 




a 2 \/3 

4 


max 



khi X = ^ . 

2 


Câu 38. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA _L (ABCD) và SA = aslĩ . Giả 
sử tồn tại tiết diện của hình chóp với mặt phẳng (a) đi qua A vuông góc với sc . Tính diện tích thiết 
diện. 


A. s = - 




B. s = 




3 2 

ìstBài làm: 38. Gọi K là hình chiếu của A trên sc thì 
Ke(a).Trong (sác) gọi I = SOnAK. 

BD1 SA 


c. s = - 


l S 


Ta có 


BD1AC 


l^BDl(SAC) 


=>BD-LSC, mặt khác (a)-LSC nên BD//(a). 
Vậy 


Ie(a)n(SBD) 
BD <z (SBD) 
BD//(a) 


D. s = 


4a 2 >/2 


Ị/ ^ ' \ / 

t/ ^ > 4 / 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


=> (a)n(SBD) = HL // BD,H e SD,L e SB 

Thiết diện là tứ giác AHKL. 

, _ ÍHL//BD .. 1. 

b) Do ( „ => HL T AK => S Afm = 4AH.KL 

’ [BDTAK ahkl 2 


Ta có SA = AC = a\lĩ => ASAC cân tại A , mà AK T sc nên K là trung điểm của 

cr _ Ạ _sc _2a_ 

sc => AK = = a. 

2 2 


hl//bd^ = ^ = |L 2 hlAbd^ 
BD SD so 3 3 3 


Vậy ^AHKL 


1 2a*JĨ a 2 yfĩ 

—a.—-7— = —7— 

2 3 3 


Câu 39. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a, đường cao so = 2a . Gọi M là điểm 
thuộc đường cao AA' của tam giác ABC. Xét mặt phang (a) đi qua M và vuông góc với AA'. Đặt 

AM = X. Giả sử tồn tại thiết diện của hình chóp khi cắt bởi (a). 


Giả sử tính được diện tích thiết diện theo a và X. Xác định vị trí của M để diện tích thiết diện lớn nhất. 

A _ a ^3 „ 3a\Ỉ3 n 3a n 3a^Ỉ3 

A. X = —7— B. X = ' c. X = — D. X = _ 

8 2 8 8 


ìs,Bài làm: 39. Vì S.ABC là hình chóp đều nên 

SO T (ABC) ( o là tâm tam giác ABC ).Do đó so T AA 1 

mà (a) // AAj =^> so // (a) . 

Tương tự ta cũng có BC // (a) 

Trường hợp 1. X = 0 thì thiết diện là điểm A. 

a /0 

Trường hợp 2. 0 < X < —thì M thuộc đoạn AO(M * A). 
Ta có: 

Me (ABC) n(a) 

< BC <= (ABC) => (a) n (ABC) = IJ // BC,I e AB,J e AC 

BC//(a) 


s 



Tương tự 


M e (a)n (SAAj) 

SOcz(SAAj) 

SO//(a) 


• (a) n (SAAj) = MK // SO,K e SA . 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Thiết diện là tam giác KIJ . 

Trường hợp 3. < X < khi đó M thuộc đoạn 

OA(M*0;M*A) 

Tương tự như trường hợp trên ta có: 

Me (ABC) n(a) 

< BC c (ABC) 

BC//(a) 

=> (a)n (ABC) = ỊJ//BC, 
le AB,J e AC 

Me(a)n(SAAj) 

< SO c (SAAj) => (a) n(SAAj) = MN // so, N e SAj. 

SO//(a) 

Ne(a)n(SBC) 

<BCc=(SBC) => (a)n (SBC) = EF//IJ,NeEF 

BC//(a) 

Thiết diện là tứ giác IJEF. 

/T 

Trường hợp 4. X = thì thiết diện là đoạn BC. 


b) Xét các trường hợp: 
x = 0=>S td =0, X = — => S td = 0 


0 < X < ^ệ-, thì S Tre = ịlJ.MK. 
3 IJK 2 


ITT , TT „ T,, 1 IJ _ AM X 

Ta có IJ // BC => TT~ = = —f= => IJ : 


BC AAj aS 


2xS_ 

3 


s 



rn __. MK AM X ỊT 

Tương tự ~~~~ = ~~~~ = — 7 = => MK = 2x%/3 . 

5 ự SO AO aS 

3 

Vậy S IJK =i^.2x^ = 2x\ 

~~ < X < / dễ thây IJEF là hình thang nên S IJEF = i(lj + EF)MN 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


a%/3 

IJ = ^, g = ^ = ^ = !Ĩ|UEF = 2(x,/3-a) 

3 BC SAj OAj av/3 1 1 


aS 

M^ = Mệl = 2 ^MN = 2Í3a-2xN/3) 
SO OA 1 a%/3 1 ' 


Vậy S IJEF =|(4x^-3a)(3a-2x^). 


Xét các trường hợp ta thấy S td lơn nhất trong trường hợp 


aV3 av/3 

— 7 —<x<^— 

3 2 


và maxS IJEF 



khi 


3av/3 

X = 

8 


Câu 40. Cho tam giác ABC tại c có cạnh huyền nằm trên mặt phẳng (p) và các cạnh góc vuông tạo 
với (p) các góc a,Ị3. Giả sử d là độ lớn góc giữa đường cao CK với (p) .Khẳng định nào sau đây là 
đúng nhất? 

A. sin õ = ^2 sin 2 a + 2 sin 2 Ị3 B. sin ổ = ^ sin 2 a + sin 2 (3 

c. sin ỡ = -Ậ= ^sin 2 a + sin 2 [3 D. sinô = 2^sin 2 a + sin 2 (3 

v3 


^Bài làm: 40. Kẻ CH_l(p) thì CKH là góc giữa CK và (p) và dễ thấy 


(CA,(p)) =CAH = a,(CB,(P)) =CBH = Ị3 

Đặt CH = h, ta có CA = ^-,CB = 2L- 

sina sin|3 

. _ „., „ h 2 h 2 

AB 2 =CA 2 +CB 2 =^— + -r T - c 

sin a sin |3 


sin 2 a sin 2 |3 y 

Xét tam giác ABC có CK.AB = CA.CB 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


> CK = 


CA.CB 

AB 


h 

•Jsin 2 a + sin 2 13 


h h^ 
sina sin (3 


sin 2 a + sin 2 13 
sin 2 asin 2 (3 


Ta có sinCKH = ậí = Jsin 2 a + sin 2 (3 . 

CK 1 1 


Câu 41. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, tâm o . 

SO _L (ABCD), đường thẳng SA tạo với hai mặt phẳng (ABCD) và (SBC) các góc bằng nhau. Gọi H 
là hình chiếu của A trên (SBC). 

a)Tính SA khi HB = I 

A fl%/5 B Chị5_ c ạ^S_ D 

'2 '3 '4 '2 


b) Tính góc giữa đường thẳng SA vói (ABCD). 

/3 


A. <ị> = arctanJ^ 


c. (Ị) = arctan A H 


B. (ị) = arctan^lỹ 


D. (ị) = arctanJ^ 


^J3ài làm: 41. 

a) Dễ thấy (SA,(ABCD)) = SAO = (ị) nên so = SAcoscị) (l). 

Gọi I là trung điểm của BC thì ta có J OỊ => BC _L (sio) 

ỡ [so _L BC v ’ 

Kẻ OK_LSI thì OK_LBC nên OK_l(SBC) . 

Kẻ At // OK cắt CK tại H, khi đó ta có 

ICK1 (SBC) ^ AH1 ( SBC ) nên (SA,(SBC)[ = SAH = (Ị) do đó 
AH = SAcoscỊ) ( 2 ). 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Từ (l),(2) ta có AH = so. 


Khi BH = ^ thì trong tam giác vuông HAB có AH = VaB 2 - HB 2 


1 


í 2 

a 

r 



ìS 


SO = AH = -ệ- => SA = -s/so 2 + OA 2 =. 


ạS ] 2 JạS ] 2 = ạsỊl 
+ 2 


2 2 

V / V 7 


íTI 

b) tan<t, = ^ = ^ = V2 =>4, = aiCtan vf- 

2 


Câu 42. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, SA _L (ABCD), sc = a. Góc giữa 
đường thẳng sc với các mặt phẳng (ABCD) và (SAB) lần lượt là a và |3. 
a) Tính SA 

A. SA = asina B. SA = acosa 

c. SA = atana D. SA = 2asina 


b) Tính AB 


A. 


1 

— a 
2 


^cos(a + Ị3)cos(a -Ị3) 


c. 3a^cos (a + Ị3 ) cos (a - Ị3) 

^J5ài làm: 42. 


B. 2a^|cos(aTp)cos(a^py 
D. a^cos (a +13) cos (a -|3) 


a) Do SA _L (ABCD) => (SA,(ABCD)) 

= SAC = a. 

[BC _L AB__ ,_V 

Tương tự (SAB) 

BC _L SA. 

=^(SC,(SAB)) = SBC = |3. 

SA = SCsina = asina 

b) SB = SCsinỊ3 = asinỊ3 

_ Í1-COS2Ị3 l-cos2a 

AB = VsB 2 - SA 2 = yịa* sin 2 [3 - a 2 sin 2 a V 2 2 

= a Jcos(a + Ị3)cos(a - Ị3) 


s 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Câu 43. Cho tứ diện OABC có OA,OB,OC đôi một vuông góc . Gọi H là trực tâm của tứ diện . Gọi 
A,B,C là ba góc tương ứng của tam giác ABC. 


Đặt a = AOH,(3 = BOH,y = COH. Khẳng định nào sau đây là đúng nhất? 


^ sin 2 a _ sin 2 (3 _ sin 2 y 
sin A sinB sinC 

£ sin 2 2 a _ sin 2 2(3 _ sin 2 2y 
sinA sinB sinC 

^Bài làm: 43. ( HS tự giải) 


g sin 2 2 a _ sin 2 2(3 _ sin 2 2y 
sin2A sin2B sin2C 

p sin 2 a _ sin 2 (3 _ sin 2 y 
sin2A sin2B sin2C 


Câu 44. Cho tứ diện ABCD có BDC = 90°. Hình chiếu H của D trên mặt phẳng ABC là trực tâm tam 
giác ABC. 

a) TínhCDA. 

A. CDA = 60° B. CDA = 90° c. CDA = 45° D. CDA = 30° 


b)Khẳng định nào sau đây là đúng nhất. 

A. 6 (da 2 + DB 2 + DC 2 ) > (AB + BC + ca) 2 

c. 3(da 2 + DB 2 + DC 2 ) > (AB + BC + ca) 2 


B. 6 (da 2 + DB 2 + DC 2 ) > 5 (AB + BC + ca) 2 
D. 2(da 2 + DB 2 + DC 2 ) > 3(AB + BC + ca) 2 


ìsJỉài làm:44. 


a) Vì 


ÍBC1DH 

Ịbciah^ 


bci(adh) 


=>BC±DA (l) 

Tương tự ta có (BDH) _L AC => DB _L AC, vì vậy 


ị DB _L DC 

|db_lac^ 


dbt(acd) 


=>DB_LDA (2). 


Từ (l),(2) suy ra DA _L (BCD) => DA ± DC ha CDA = 90°. 


D 



b) Từ câu a) ta thấy tứ diện ABCD có các cạnh DA,DB,DC đôi một vuông góc. 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Theo BĐT Cauchy-Schwraz ta có 
(AB + BC + CA) 2 < 3(AB 2 + BC 2 + CA 2 ) 


Mà < 


AB 2 =DA 2 + DB 2 

bc 2 = db 2 +dc 2 
ca 2 = da 2 +dc 2 


nên (AB + BC + ca) 2 < ó(dA 2 + DB 2 + DC 2 ). 


Đẳng thức xảy ra khi AB = BC = CA => AABC đều, kết hợp với chân đường cao của D trùng với 
tâm đáy ta được D. ABC là hình chóp đều đỉnh D. 


Câu 45. Cho tứ diện OABC có các cạnh OA,OB,OC đôi một vuông góc. M là một điểm bất kì thuộc 
miền trong tam giác ABC. 


^ ^ „ UA T _ MA 2 , MB 2 , MC 2 

a) Tìm 2,1 á trị nhó nhất của T = ——— + -_- + ——-. 

6 OA 2 OB 2 oc 2 

A. minT = 3 B. minT = 2 c. minT = 4 D. minT = 6 


b) Gọi H là trực tâm tam giác ABC và a,|3,y lần lượt là góc gữa đường thẳng OH với các đường 
thẳng OA,OB,OC. Tìm giá trị lớn nhất của A = cotacot|3coty 

42 4Ĩ 1 

A. maxA = —— B. maxA = —— c. max A = — D. maxA = 2 

4 3 2 

, , „„ TAT , „ cosa + cos|3 cosB + cosy cosy + cosa 

c) Tìm GTNN của s =-—T-— +- - ——-- +- 1 — 


cos y cos a 

A. minS = 6%/3 B. minS = N/3 

ìs,Bài làm: 45. 

a) Gọi N = AMnBC, kẻ MMj //OA thì ta có 

OAl(OBC) _ , , . 

v _ =>MM, l OBC 

MM, // OA v ; 

kẻ MAj J-OA,A 1 eOA. Khi đó 

AM 2 = AA 2 + MA 2 = AA 2 +M0 2 -OA 2 
= OM 2 + (AA, -OA 1 )(AA 1 + OA,) 

= OM 2 + OA(OA - 20A,) 

= OM 2 + OA 2 - 20A.0A, 


cos p 

c. minS = 6 D. minS = 4 

o 



Suy ra 


AM 2 _ OM 2 | 20A, 

OA 2 ~ OA 2 + OA 


w- 
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[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Tương tự gọi B^c, là các điểm tương tự như Aj thì ta có 


MƯ = OhU 20^ , . 
OB 2 OB 2 OB ' ' 


MC 2 _ OM 2 2QC 1 , V 

oc 2 oc 2 + oc 1 ’ 


Từ (l),(2),(3) ta có T = OM 2 


- + - 


- + - 


OA 2 OB oc 2 


-2 


OA, OB, oc, 


- + - 


- + - 


OA OB oc 


+ 3 


Gọi H là trực tâm của tam giác ABC thì ta đã biết kết quả quen thuộc 


1111 
OA 2 + OB 2 + oc 2 ~~ OH 2 


OM 2 


OA 


Mặt khác 


OA, NM S MBC 
OA NA S ABC 


Tương tự 


OB, s oc, = S MAB 
OB S ABC ' oc S ABC 


nên 


OA, OB oc, „ 
—- 2 - + —=!+ —2 = 1 

OA OB oc 


_ _ OM 2 

Do đó T = ^- + l>2 do OM>OH. 
OH 2 


Vậy minT = 2 khi M = H. 


Cách 2. Đặt OA = a,OB = b,OC = c. Do A,B,C,M đồng phẳng nên tồn tại x,y,z sao cho 
OM = xOA +yOB +zOC (x +y +z =1). 

Ta có AM = OM-OA = (x-l)a + b + c, bình phương vô hướng ta được 

A A «2 /_ \2 2 , _ 2i_ 2 _2_2 klA / -IV , y b zc 

AM = [x-l) a + y b + z c => 2 = (x -1 ] + - 2 + 2 • 

OA a a 


„ MB x a , , -\2 _ Z 2 C 2 MC 2 x 2 a 2 , y 2 b 2 , , ,2 

Tương tự 222— = -pr" + (y-1) + 2 t 2-,-2— r = —Ư + 2-2—+ (z-l 
ờ OB 2 b u ' b 2 oc 2 c 2 c 2 v ’ 

Vì vậy T = -Y- + -Ì- +Yị-1(a 2 x 2 +b 2 y 2 + C 2 Z 2 ) + 1 

va b c J K ’ 

1 1 1 Y 

- .ax + 2- .by + - ,cz +1 = 2 ( Theo Cauchy-Schwarz) 
a b c J 


Vậy minT = 2 . 

b) Dễ thây a = AOH,|3 = BOH,y = COH. 


Ta có 


1 


1 


OA 2+ OB 2+ OC 2 OH 2 


■<íi> 


OH V 


OA 


^OH^ 2 


OB 


f OH V 


oc 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO- QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


<=> cos 2 a +cos 2 13 + cos 2 y = 1 (l). 

T ■' 1 . ._ 2 1 __ 2 1 cot 2 x / ư. \ 

Lại có 1 + tan X = —- <^> cos X = -——— = -— * 

cos X 1 + tan X 1 + cot X v 7 

Áp dụng CT (*) cho X nhận các giá trị a,[ 3 , Y và kết hợp vói (l) thu được 

cot 2 a cot 2 13 cot 2 y 

- —-z -I-—7 1- —— = 1 . 

1 + cot 2 a 1 + cot 2 13 1 + cot 2 y 

Đặt X = cot 2 Oi, y = cot 2 Ị3,z = cot 2 y (x,y,z > o) thì bài toán trỏ thành 


Cho x,y,z > 0 thỏa —^—h —^—h z = 1. Chứng minh xyz < —. 

1 +x 1+y l+z 8 

, X _ y _ z X y z - 1 yz 

1 + x 1 + y l + z 1 + x 1 + y l + z \Hl + yj(d + zJ 

«^> 2 JZỊHỊỊỊ (2). 

1 + x v(l + y)(l + z) ' ' 

Tương tự ta có : 

—>2 ^ (3) và-2-^2 E y ỹ (4) 

1 + y ỵ(l + x)(l + z) v 7 l + z ỵ(l + x)(l + y) ' 7 


1 / 

Nhân theo từng vế các BĐT (2),(3)(ề) ta được xyz < d (dpcm). 

8 

c) Tương tự như câu b) ta có minS = 6y3 . 
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HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 


A. CHUẨN KIẾN THỨC 

A.TÓM TẮT GIÁO KHOA. 

1. GÓC giữa hai mặt phang. 

Góc giữa hai mặt phang là góc giữa hai đường thẳng lần lượt vơi hai mặt phang đó. 


Nêu hai mặt phang song song hoặc trùng nhau thì ta nói góc giữa hai mặt phang đó bằng 0°. 

Diện tích hình chiêu S' = Scoscị) 

Trong đó s là diện tích đa giác nằm trong (p), S' là diện tích đa giác nằm trong (Q) còn (Ị) là góc 
giữa (p) và (Q). 


2. Hai mặt phẳng vuông góc. 

2.1. Định nghĩa. 

Hai mặt phang vuông góc vơi nhau nêu góc giữa chúng bằng 


90°. 


(P)±(Q)»((P),(Q)) = 90“. 

2.2. Tính chất. 



vuông góc với mặt phăng kia. 
facz(p) 

I a 


AQ) 


■(P)l(Q). 




Nêu hai mặt phẳng vuông góc vơi nhau thì bất cứ đường thẳng nào nằm trong mặt phẳng và 
vuông góc vơi giao tyên cũng vuông góc vơi mặt phang kia. 


W;(Q) 

M p ) 

b = (p)n(Q) 




a -Lb 
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• Cho hai mặt phẳng (p) và (Q) vuông góc với nhau. Nêu từ một điểm thuộc mặt phẳng (p) 
dựng một đuờng thẳng vuông góc vơi mặt phang (q) thì đuờng thẳng này nằn trong (p). 

Ae(p) 

<(P)±(Q) =>ac(p). 

Aea -L(Q) 


• Nêu hai mặt phang cắt nhau cùng vuông góc vơi một mặt phang thì giao tuyên của chúng cũng 
vuông góc với mặt phẳng đó 


<(Q)l(R) ^Al(R) 

(P)n(Q) = A 

3. Hình lăng trụ đứng, hỉnh hộp chữ nhật. 

• Hình lăng trụ đứng là hình lăng trụ có các cạnh bên vuông góc vơi hai mặt 
đáy. 

Các mặt bên là các hình chữ nhật. 

Các mặt bên vuông góc vơi hai đáy 

Lăng trụ đứng có đáy là đa giác đều đuợc gọi là lăng trụ đều 

• 2. Hình hộp chữ nhật là hình lăng trụ đứng có đáy là hình chữ nhật. 

Tất cả các mặt đều là hình chữ nhật 

Đuờngchéo d = '\lã 2 +b 2 +c 2 vơi a,b,c là ba kích thuơc. 

• 3. Hình lập phuơng là hình hộp chữ nhật có đáy và các mặt bên đều là 
hình vuông. 



4. Hình chóp đêu và hỉnh chóp cụt đêu. 

• Hình chóp đều là hình chóp có đáy là một đa giác đều và chân 
đuờng cao trùng vơi tâm của đa giác đáy. 

Các cạnh bên của hình chóp đều tạo vơi đáy các góc bằng nhau 

Các mặt bên của hình chóp đều là các tam giác cân bằng nhau. 

Các mặt bên của hình chóp đều tạo với đáy các góc bằng nhau. 

• Phần của hình chóp đều nằm giữa đáy và một thiết diện song song 
vơi đáy cắt tất cả các cạnh bên của hình chóp đuợc gọi là hình chóp cụt 
đều. 

Hai đáy của hình chóp cụt đều là hai đa giác đồng dạng. 


s 
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B. LUYỆN Kí NĂNG GIAI CÁC DẠNG BÁI TẶP. 

Bài toán 01: TÍNH GÓC GIỮA HAI MẶT PHẲNG. 

Phương pháp: 

Để tính góc giữa hai mặt phẳng (a) và (p) ta có thể thực hiện theo một trong các cách sau: 

Cách 1. Tìm hai đường thẳng a,b lần lượt vuông góc vơi hai mặt phẳng (a) và (p). Khi đó góc giữa 
hai đường thẳng a,b chính là góc giữa hai mặt phẳng (a) và (p). 


Cách 2. Tìm hai vec tơ n 17 n 2 có giá lần lượt vuông góc vơi (a) và (p) khi đó góc giữa hai mặt phẳng 

np 

(a) và (p) xác định bởi cos(Ị) = ^^ 


Cách 3. Sử dụng công thức hình chiêu S'= Scoscj), từ đó để tính coscỊ) thì ta cần tính s và S'. 


Cách 4. Xác định cụ thể góc giữa hai mặt phang rồi sử dụng hệ thức lượng trong tam giác để tính. Ta 
thường xác định góc giữa hai mặt phang theo một trong hai cách sau: 



Các ví dụ 
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Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật AB =a,AD =a \ổ~ . Cạnh bên SA 
vuông góc vói đáy và SA = a. 

a) Góc giữa hai mặt phẳng (SCD) và (ABCD). 


b) Góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (SAD). 


Lời giải. 

a) Ta có (SCD)n(ABCD) = CD 

í CD ± SA _ , * 

ị~z CB _L (SAD) 

ỊcD ± AD v ’ 

(SAD) n (ABCD) = AD, (SAD) n (SCD) = SD 
=> Ị(SCD),(ABCD)Ị = (DA,SD) = SDA = ộ 
,_, SA a 1 , 



b) Ta có 


ADn(SAD) 

< BC n (SBC) => (SAD) n (SBC) = d // AD // BC. 


AD//BC 


_ ÍSAld , , Íd//AD , , A ,_. , , 

Vi ị , __ =>SA±d, J . _=>dlAB nên (SAB)±d 

[d // AD [AD_LAD v ’ 


(SAB) n(SBC) = SB,(SAB) o (SAD) = SA suy ra ASB chính là góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và 
(SAD). 


Tam giác ASB vuông cân tại A nên ASB = 45°. 

Ví dụ 2. Cho hình lập phuơng ABCD.A'B'C'D'. Tính góc giữa hai mặt phẳng (A'BC) và (A'CD). 

Lời giải. 

Cách 1. 

Tacó (A’BC)n(A'CD) = A'C . Gọi o là tâm của hình vuông ABCD và H là hình chiêu vuông góc 

của o trên A'C. 

í BD _L AC _ , ._s 

Do \zz . ..=>BD±(ACA')=>BD±A'C 
[BD1AA' V ’ 
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Vậy 


ÍA'C_LOH 

Ịa'c_lbd ^ 


A^yBDH). 


(BDH)n(A’CD) = HD,(BDH)n(A’BC) = BH 
=>((A'BC),(A’BD)) = (HB,HD). 


Tam giác BCA' vuông tại B có đường cao BH, do đó 

1 _ 1 1 _ 1 1 _ 3 /2 

BH BA’ 2 BC 2 ( a ^) 2 a 2 2a 2 V3 

Tưongtự DH = 




2|l + 2al_2a’ 

Áp dụng định lí côsin cho AHBD ta có cosBHD = ^ = —2- Ậ— -= 

& 2HB.HD 2 2a^ 2 

'T~ 


=>BHD = 120°. Vậy ((A'BC) / (A'BD)) = (HB,HD)= 6 ơ. 


Cách 2. Gọi H = A'Cn(BDC') ; do mặt chéo (BDC) ứng với đường chéo A'C nên (BDC')_LA'C . 
Vậy góc giữa hai đường thẳng HB,HD chính là góc giữa hai mặt phẳng (A'BC) và (A'CD). 

Do CB = CD = CC'=>HB = HD = HC' và BD = BC’ = DC’ = ã\fĩ suy ra H la tâm của tam giác đêu 
C'BD^> BHD= 12Ổ. 

Vậy ((A , BC),(A , BD)) = (HB,HD)= 6 ơ. 

Cách 3: Do Ị^ B ' ^' B => AB' 1 (A'BC) 

ỊAB’_LBC v ’ 

Tương tự AD’T(A’CD) nên ((A'BC) / (A'BD)) = (AB' / AD') = 60° 

(vì AAB’D' đều). 

Ví dụ 3. Cho tứ diện ABCD có AB =b,AC =c, AD =d đôi một vuông góc. Gọi Oi, |3,y lần lượt là góc 
giữa mặt phẳng (BCD) vói các mặt phẳng (ACD^ABD^ABC). 

a) Chứng minh cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 y = 1. 

b) Tính S BCD theo khi a = 30°,|3 = 45° / y = 60° 

Lời giải, 

a) Cách 1. 
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Kẻ đường cao AH của tam giác ACD, do 

í AB _L AC _ , , . , 

1 .„=>AB±fACD)=>AB±CD. 

[AB 1 AD v ’ 

Vậy (ABH)-LCD và CD là giao tuyên của hai mặt phẳng (ACD) 
và (bcd) nên a - AHB. 

Ta có 


B 


AB b , 1 

tana = —— = ——, mà 
AH AH 


11 11 ., 

——7 = —7-7 + —7-7 = -7- + -77 nên 

AH AC 2 AD c 2 d 2 


tana: 


ồa/c 2 +d 2 





cos a 


> cos 2 a = 


2 12 

c d 


b 2 c 2 +c 2 d 2 +d 2 b 2 


cd 

Mặt khác 1 + tan 2 a - 

Tương tự ta có : 

2p = b 2 d 2 

COS 1 b 2 c 2 + c 2 d 2 + d 2 b 2 ' 1 b V + c 2 d 2 + d 2 b 2 

Từ đó suy ra cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 y = 1. 

Cách 2. Gọi H là hình chiêu của A trên (BCD) và I là trung điểm của CD. Đặt 


, cos 2 y: 


b 2 c 2 


AB = b,AC= c,AD= d^> 


Dễ thấy AHl(BCD) và 


b= b, 


'> 


BH.BI = BA 2 = b 2 


IH.IB = IA 2 = 


c 2 d 2 

c 2 +d 2 


BH_b 2 (c 2 +d 2 ) 
IH _ c 2 d 2 


= k 


-. 1 V —. A c 2 r 2 _- H 2 - r 2 - 

Suy ra AH = AB + -—-AI, mà 7— = =-—=>AI = ——— AC+ - CD nên 

y 1 + k 1 + k ID AD 2 d 2 c 2 +d 2 c 2 +d 2 


ÃH = 


_2 j2 

c d 


b 2 c 2 +c 2 d 2 +d 2 b 2 
c 2 d 2 


ÃB + 


b 2 c 2 +d 2 b 2 


-b + - 


b 2 c 2 +c 2 d 2 +d 2 b 2 

d 2 b 2 ; 

-c + - 


ị^ãc+ịĩI^ãb' 

c +d c +d J 

b 2 c 2 


b 2 c 2 + c 2 d 2 + d 2 b 2 b 2 c 2 + c 2 d 2 + d 2 b 2 b 2 c 2 + c 2 d 2 + d 2 b 2 

Lại có b,c,d lần lượt là các vec tơ vuông góc với các mặt phẳng (ACD),(ABD),(ACB) .Từ đó ta có: 


cosa: 


b.ÃH 

b 

b 

AH 

J 


b 2 c 2 d 2 
,22 , 2 12 , J2 U 2 


cd 


|b 2 c 2 +c 2 d 2 + d 2 b 2 A/b 2 c 2 +c 2 d 2 +d 2 b 2 


b 2 c 2 d 2 
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Tương tự : cos(3 = 


:.Ãh| 


bd 


^ Ậ 


b c + c d + d b 


,cosy= 


d.ÃH 


bc 


Ãh| yỊb' 


v + c 2 d 2 + d 2 b 2 


Suy ra cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 y = 1 


b) Sử dụng công thức hình chiêu 
Gọi H là hình chiêu của A trên (BCD). 

Trước tiên ta chứng minh tam giác BCD nhọn. Không giảm tổng 
quát, giả sử B lơn nhất. 

Ta có CD 2 = AC 2 + AD 2 = c 2 + d 2 
Tương tự CB 2 = b 2 + c 2 , DB 2 = b 2 + d 2 
Áp dụng định lí côsin cho ABCD ta có 

_bc 2 +bd 2 -cd 2 

cosB =_ __ _ 

2BC.BD 


(b 2 + c 2 

) + (bUd^) 

l-l 


+ d=) 

2 i 

(» 2 

+ c ỉ )(b I 

: +d 2 ) 

1 


A 



2b 2 

y(b 2 +c 2 )(b 2 +d 2 ) 


> 0 do đó B nhọn, hay tam giác BCD nhọn. 


Ta có 


1AH _L CD 
AB _L CD = 


• BH _L CD, tương tự ta có CH _L BD từ đó suy ra H là trực tâm của ABCD, mà 


ABCD nhọn nên H thuộc miền trong tam giác BCD .Do đó 

^BCD — ^HBC + ^HBD + ^HCD — ^ABC COS Y + ^ABD COS p + ^ACD COS a 

= ị bc cos 60° + ị bd cos 45° + ị cd cos 30° = bc + ^bd + ^cd 
2 2 2 4 


Ví dụ 4. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là nửa lục giác đều nội tiếp trong đường tròn đường 
kính AB = 2a; cạnh bên SA vuông góc vơi đáy và SA = ã\f3 . 

a) Tính góc giữa hai mặt phẳng (SAD) và (SBC). 

b) Tính góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (SCD). 

Lời giải. 

a) Gọi 1 = ADnBC thì SI = (SAD)n(SBC).r^|^ ) ^BDl(SAD)^BDlSI.Dựng DE-LSI,EeSI 


khi đó (BDE) I SI. Do đó BED là góc giữa hai mặt phẳng (SAD) và (SBC). 
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Do đáy ABCD là nửa lục giác đều nên IAB = IBA = 60° => AIBA đêu. 

Vi vậy AI = AB= 2 a, SI = ^Ã^+ÃŨ = Ặã^Ị + ịĩãỹ = a#. 

n j,, V ACAI Ạ DE _ DI _ a 1 ^T^r:_SA [3 

Dê thấy ASAI- ADEI=> —— 7 - = —7 = —= = —Ị= =>DE =—}= =a.ư . 

y SA SI a ựỹ ựỹ 77 V7 

BD -L (SAD ) => BD -L DE. Trong tam giác vuông BDE ta có 


tanBED = 15 = ^Ệ= = # => BED = arctan Vỹ . 

"■# 


Vậy ((SAD),(SBC))=arctam/7 

b) Dựng AP_LSH,PgSH. 

Do CD-L(SAH)=>AP-LCD=>AP-L(SCD). 
Tuông tự, dựng AQ I sc, Q c sc thì AQ (SBC). 

Do đó PAQ = ((SBC),(SCD)). 

Trong tam giác SAH ta có : 



1 j_ 1 1 1 

Ap2=AS2 + AH2= (a^) 2 + r^ 

l 2 J 


_ _5_ 
V ” 3a 2 


AP - a 3 


Dễ thấy ÁSAC vuông cân tại A nên AQ = ^-SC = 

ap_l(scd)=>ap_lpq. 


AP 


Trong AAPQ có cos APQ = AA- - _ 

AQ ay6 


Vậy ((SBC),(SCD)) = arccos^p, 


5 _7ĨÕ_ A „_Vĩõ 

- 3— APQ = arccos —3— 


Bài toán 02: CHỨNG MINH HAI MẶT PHANG VUÔNG GÓC. 

Phương pháp: 

Để chứng minh hai mặt phẳng (a) và (|3) vuông góc với nhau ta có thể dùng một trong các cách sau: 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Cách 1. Xác định góc giữa hai mặt phẳng, rồi tính trực tiếp góc đó bằng 90°. 

Ị( a )'(p) j = 90° => («) -L (|3) • 

Cách 2. Chứng minh trong mặt phang này có một đường thẳng vuông góc vơi mặt phang kia. 
1 a d (a) 


■-L(P) 


.(a)±(p). 


Cách 3. Tìm hai vec tơ n ir n 2 lần lượt vuông góc với các mặt phẳng rồi chứng minh n r n 2 = 0. 


Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có cạnh SA= a, các cạnh còn lại bằng b . 

a) Chứng minh (sác) _L (ABCD) và (sác) _L (SBD). 

b) Tính đường cao của hình chóp S.ABCD theo a,b . 

c) Tìm sự liên hệ giữa a và b để S.ABCD là một hình chóp đều. 

Lời giải. 


a) Gọi o = AC n BD, vì tứ giác ABCD có tất cả các cạnh đều bằng 
b nên nó là một hình thoi, vì thế AC _L BD và o là trung điểm của 
BD. 

Mặt khác SB = SD = b ASBD cân tại s , do đó so _L BD . 

ÍBD1AC 


Vậy 


■ BD±(SAC) 


BD1 SO 

(SAB)±(ABCD) và (SAC)l(SBD). 


[(SAC)n(ABCD) = AC 
đường cao của hình chóp. 



nên trong (sác) kẻ SH_LAC,HeAC thì SH_l(ABCD) , hay SH là 


Do hình chóp có các cạnh SB = SD= b, CB= Cd= b, AB= AB= nên các tam giác SBD,CBD, ABD là các 
tam giác cân bằng nhau suy ra os = OA = oc =^> ASAC vuông tại s . Từ đó ta có 

SH.AC = SA.SC => SH = SAAC = ab . 

AC 

b) Hình chóp S.ABCD là một hình chóp đều. thì các cạnh bên bằng nhau nên a = b. 

Và khi a = b thì AC = av/2 mà ABCD là hình thoi cạnh a nên nó là hình vuông, tứ đó S.ABCD là một 
hình chóp đều. 


Vậy s. ABCD là một hình chóp đều khi và chỉ khi a = b. 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ví dụ 2. Cho tam giác đều ABC cạnh a . Gọi D là điểm đối xứng của A qua BC . Trên đuờng thẳng 
d_L(ABCD) tại A lấyđiẩm s sao cho SD = . Chứng minh (SAB) _L (sác) . 

Lời giải. 

Gọi I là trung điểm của BC thì AI_LBC và I cũng là trung diêm của AD. 

, íBC _L AD _ , , V 
Ta có _ =>BC±fSAD)=>BC±SA. 

[BCTSD v ' s 

Dựng IH _L SA,H E SA, khi đó ta có ị =^> SA _L (HCB). Suy ra 

SA. _L CB 

góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (sác) là BHC . 

Ta có AAHI~AADS=>-ít = 4k 

SD AD 

Mà AĨ = ^ệ / AD = 2Al = aS, 

2 



SA = ựAD 2 +SD 2 = Ặa^/3 Ị + 


a^^l 3asJĨ TU 

—7— = suy ra IH - 

,22 AD 

/ 


a%/3 a\fó 
AI.SD _ ~ị 


l ' 2 _ a _ B( 
_ 2 __ 2 


- = — ^BHC = 90°. 


Ví dụ 3. Cho hình chóp đều S.ABC, có độ dài cạnh đáy bằng a . Gọi M,N lần luợt là trung điểm của 
các cạnh SA, SB. Tính diện tích tam giác AMN biết rằng (AMN) _L (SBC). ( ĐH khối A-2002) 


Lời giải. 

Gọi K là trung điểm của BC và I = SKnMN. Từ giả thiết ta có 

MN = ịBC = ^,MN//BC^>I là trung điêm của SK và MN. Ta có 
2 2 

ASAB = ASAC =^> hai trung tuyên tuong ứng AM = AN =^> AAMN 
cân tại A => AI _L MN. 


Mặt khác < 


(sbc)i(amn) 

(SBC)n(AMN) = MN 
AI <z (AMN) 

AI_LMN 



- 


► AI _L (SBC) =^> AI _L SK =^> ASAK cân tại A => SA = AK = 


av/3 


Ta có SK 2 = SB 2 - BK 2 = ^ = ị => AI = VsA 2 -ST = . ISA 2 

4 4 2 V 


^SK' 
2 , 


ìy/ĩõ 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ta có s * 


, 1, „ T AT a 2 M 

; amn = 2 MN - AI = ^6^- 


Ví dụ 4. Cho hình hộp chữ nhật ABCDA^CD' có AB = AD = a,AA' = b . Gọi M là trung điểm của 

CC'. Xác định tỉ số ặ- để hai mặt phẳng (A’BD) và (MBD) 

b A' 


B' 


vuông góc vơi nhau. ( ĐH khối A-2003) 


Lời giải. 

Gọi o là tâm của hình vuông ABCD. 

Ta có BD = (A'BD)n(MBD), j^^ B ^^( ACC A ')- L BD 



Vậy 


(ACCA')lBD 

(ACC A')n( A'BD)= OA' do đó góc giữa hai đường thẳng OM,OA' chính là góc giữa hai mặt 
(ACC'A')n(MBD)= OM 

phẳng (A'BD) và (mbd) . 


Ta có OM = 


AC' _ 7aB 2 + AD 2 + AA' 2 ~ _ V2a 2 +b 2 


2 

r-\ 2 


OA' 2 = AO 2 + AA' 2 = 


ìỵỊĨ 

2 V 


+ b 2 =^ + b 2 
2 


MA = A'C' +MC =a +b 2 + 


^b A 

v2y 


_ 2 , 5b 

= a +—— 


Haimặtphẳng (A'BD) và (MBD) vuông góc vói nhau-»AOMA' vuôngtại 0<Í5>0M 2 +OA' 2 =MA' 2 


_ 2a 2 +b 2 , 
•»——— + 


r 

+ 

(N 1 

cd 1 


( 2 5b 2 ì 

12 J 


l 4 J 


a 2 = b 2 <=> — = 1 


(A'BD)t(MBD) khi ^ = 1 ( Khi đó ABCD.A’B’C’D' là hình lập phương) 

Bài toán 03: ỨNG DỤNG CÔNG THỨC HÌNH CHIẾU. 

Giả sử s là diện tích đa giác (h) nằm trong (p) và S' là diện tích 

của hình chiếu (H')của (h) trên (p 1 ) thì S' = ScoscỊ) trongđó (ị) là 
góc giữa hai mặt phẳng (p) và (p ). 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho lăng trụ tứ giác đêu ABCD.A' B' C' D. Một mặt phang (a) hợp vói mặt phang đáy 
( ABCD) một góc 45° và cắt các cạnh bên của lăng trụ tại M,N,P,Q . Tính diện tích thiết diện, biết cạnh 
đyá của lăng trụ bằng a . 

Lời giải. 

Gọi s là diện tích thiết diện MNPQ. 

Ta có hình chiêu của MNPQ xuông (ABCD) chính là hình vuông 
ABCD. 

C'_C _p,2 

° ^ABCD a 

Gọi cị) = ((a),(ABCD)) thì (ị) = 45° 

Do S' = Scosá) = sệ=>S = Ss' = sỊ2a 2 - 
2 

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC có AB = 3a, đuờng cao CH = a và AH = a nằm trong mặt phẳng (p). Trên 
các đuong thẳng vuông góc vói (p) kẻ từ A,B,C lần luợt lấy các điêỉm A^BVC' tuongứngnằmvề 
một phía của (p) sao cho AA 1 = 3a,BB 1 = 2a,CC 1 = a . Tính diện tích tam giác A'B'C'. 

Lời giải. 

Ta co S ABC — 2 • 


D' C' 



Vi CH_LAB,CH = a,AH = a AC = av/2 và BAC = 45°. 

Gọi I = B f C , nBC / J=A , CnAC. 

Ta có CC' = t-BB' BC = CI 
2 

CC = ÌAA'=>Q = ỈAC = í^. 

3 2 2 

Xét ABCH ta có BC 2 = BH 2 + CH 2 = 5a 2 => BC = aS 
Mặt khác 

,„2 P4Í , „2 . D __ __ ~ CA 2 +CB 2 -AB 2 1 

AB = CA + CB — 2CA.ABcosC => cosC =-—————-= — —- . 

2CA.CB 10 


A' 



2 íía 2 

Xét AICJ ta có IJ 2 = CI 2 + CJ 2 - 2CI.Q cosICJ = -Ị- ■ 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Kẻ đường cao CK của AICK, do CC'-L(lCj) nên C'K_LIJ. 

Vậy C'KC chính là góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (A'B'C') 


nên S ABC = S A , B . C cosCKC. 


Ta có S Tn , = ịs ARr = —, mặt khác S Tri = ịlJ.CK 

1CJ 2 AB( ~ Ạ 2 


3a 2 


CK = 


_ 2^ICJ _ 2 _ 3a 


IJ sẸEa %/26 ' 


Xét ACCK ta có tanCKC: 


CC’_ a 
CK " 3a 


n/26 


^26 


Mà l + tan 2 C'KC = - 


•cosC'KC = 


Vậy S /5 


cos C'KC 
: S A , n .~cosC'KC=>S.. n 


Sễ' 


cosCKC 


a 2 . 


Ví dụ 3. Cho hình lập phương ABCD.A , B , C , D' có cạnhbằng a . Gọi (a) là mặt phẳng đi qua tâm 
o của hình lập phương và vuông góc vơi đường chéo AC’. Tính diện tích thiêìt diện của hình lập 
phương ABCD.A ? B ? C ? D' cát bởi (a). 


Lời giải. 

Gọi M là trung diêm của BC,do MA = MC' = a^ nên AMAC' cân tại 
M, mà o là trung diêm của AC' =^>MO_L AC' (a). 

Tương tự, (a) sẽ cắt các cạnh DC,DD',A ? D',A ? ,B ? B tại các điểm N,P,Q/N,S . Thiết diện là lục giác 
MNPQRS .Xét phép chiêu vuông góc xuống mặt phẳng (A'B'C'D'), ta có hình chiêu của lục giác 
MNPQRS là lục giác M f N'D ? QRB\ 

Gọi S,S' lần lượt là diện tích của các lực giác MNPQRS và 
M'N'D'QRB ? thì S' = Scos<ị> (l) với (\) là góc giữa mặt phẳng (a) và 

mặtphẳng (A'B'C'D'). 

Ta co s — S A , B , cư — (S A , QR +S CM , N , ) 

3a 2 


= a 2 - 


í 2 2\ 

a a 

~8~ + ~8~ 


- ( 2 ) 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Gọi I là tâm của hình vuông A'B'C'D' thì (lCC')_LB'D' nên CIC' là góc giữa hai mặt phẳng (CB'D') 
vàmặtphẳng (A'B'C'D') . 


Ta có cosCIC' = T— 


, = IC 


IC _ IC 

ựcc ,2 +ic 


W2 

_2 __ 1 

£ 


2 


Lại CÓ (a)//(CB'D') nên <ị> = CIC=>cos<ị> = -Ị= ( 3 ) 

v3 


3a 


Từ (l),(2),(3) ta có s = _^ = _Ế_ = bỄỂ 
' ^ ^ ' coscỊ) 1 4 

s 


Vậy diện tích thiết diện là s = 


3Sa 2 


Bài toán 01: XÁC ĐỊNH THIÊT DIỆN CHỨA MỘT ĐƯỜNG THANG VÀ VUÔNG GÓC VỚI MỘT 
MẶT PHẲNG. 

Phương pháp: 


V A 

a 


/ b 

/ 

3 — 

d 


H 


vơi (a) .Xác định mặt phẳng (p) chứa a và vuông góc vơi (a). 

Để giải bài toán này ta làm theo các bước sau: 

• Chọn một điêỉm Aea 

• Dựng đường thẳng b đi qua A và vuông góc với (a). Khi 
đó mp(a,b) chính là mặt phẳng (p). 

Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a 

cạnh SA_l(ABCE^ và SA = av/3.Goi (a) là mặt phẳng chứa AB và vuông góc vơi mặt phẳng (SCD). 
Xác định và tính thiết diện của hình chóp S.ABCD khi cắt bởi (a). 


Lời giải. 

Kẻ AH _L SD. 

Do SA_l(ABCD)^>SA_LCD , lại có CD _L AD nên 

cd_l(sad)^cd_lad. 

ị AH_LSD ATT , , V 

Từ đó ta có => AH T (SCD) 

AH1CD v ’ 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


=>(abh)_l(scd). 

Vậy (ABH) chính là mặt phang (aj. 


Ta CÓ < 


ABc(a) 

CDc(SCD) 

AB // CD 
He(a)n(SCD) 


=> (a) n (SCD) = HK // AB // CD. Thết diện là tứ giác AHKB . 

Dễ thấy AHKB là hình thang vuông tại A và H , nên S AHKB =Ỉ(AB + HK)AH. 


1 _ 1 . 1 
Ta có —T = ——+ - 


AH 2 AS 2 AD 2 


1 . 1 4 . ATT aS 

- + Ar = —7T => AH = — ! — 


(aựã) 


2 a 2 3a 2 


T . , crn , ,, , HK SH SH.SD _ SA 2 

Trong ASCD có HK // CD nên 

6 CD SD SD 2 SD 2 


SA 2 


3a 2 


3 TJ C _ 3 3 

„ „ , „ : — => HE = — CD = — a. 

SA 2 +AD 2 3a 2 + a 2 4 4 4 


Vậy S ahkb = ỉ(AB + HK)AH=ỉ 


f 3à)yỊ3a 7_^S 


a+—- 

V 4 y 
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Ví dụ 2. 

a) (a) là mặt phẳng chứa SD và vuông góc vơi (sác) . Xác định và tính diện tích thiêí diện của (a) 
với hình chóp S.ABCD . 

b) Gọi M là trung diêm của SA, N là điểm thuộc cạnh AD sao cho AN = X . Mặt phẳng (p) đi qua 
MN và vuông góc vơi (SAD). Xác định và tính diện tích thiết diện của hịnh chóp cắt bởi (p). 


Lời giải. 

a) Gọi E là trung điểm của cạnh ABvà o là giao điểm của AC và DE thì ADCE là hình vuông có 
tâm là o. 

Ta có SA _L (ABCD) => SA _L OD, thêm nữa OD _L AC => OD _L (sác) . 

Từ đó ta có OD JL (SAC) => (SDO) JL (sác) . 

Vậy (SDO) chính là mặt phẳng (a). 

Thiêí diện của hình chóp vơi mặt phẳng (a) là tam giác SDE . M 1 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ta có SO = \/OA 2 + AS 2 =. 


V 2 V 


+ a =a 


BC = DE = a^2, do DE _L (sác) => DE _L AO => S SDE = ị SO.DE 


2 V2 


b) Ta có 


a-ã- 


ã 2 sỈ3 


(abt(sad) 

[(|3)1(SAD) : 


■ ab // (p) . 


Vậy 


Me(|3)n(SAB) 

ABc(SAB) =>(p)n(SAB) = MQ// AB,Qe SB. 

AB//([3) 


Tương tự. 


Ne(p)n(ABCD) 

AB c (ABCD) => (|3) n (ABCD) = NP // AB,P e BC . 

AB//(|3) 


Thiết diện là tứ giác MNPQ. 
'NP // AB 


Do 


Lại có 


MQ // AB 

MN <= (SAD) 


NP//MQ (l) 

AB 1 MN ( 2 ) 


[abi(sad) 

Từ (l)/(2) suy ra tứ giác MNPQ là hình thang vuông tại M và N . 
Do đó S mnpq =ỉ(NP + MQ)MN. 


\/a 2 +4x 2 A 1 . _ 

- MQ = -j-AB= a 

2 2 


MN = n/aM 2 +AN 2 = ^ỵ + ' 

NP DN . xm AB.DN 2a(a-x) 

AB DA DA a v ' 

c , „^a 2 +4x 2 (3a-x)ựa 2 +4x 2 

Vậy S MNPQ = 2 Í 2 ( a ~ x ) + a ) 2 = - 2 -■ 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


KHOẢNG CÁCH 


A. CHUẨN KIẾN THỨC 

A.TÓM TẮT GIÁO KHOA. 

1. Khoảng cách từ một điểm tới một đường thẳng. 

Cho điểm M và một đường thẳng A. Trong mp(M,A) gọi H là hình 

chiếu vuông góc của M trên A. Khi đó khoảng cách MH được gọi là 
khoảng cách từ điểm M đến A. 

d(M,A) = MH 



Nhận xét: OH<OM,VMeA 

2. Khoảng cách từ một điểm tới một mặt phẳng. 

Cho mặt phang (a) và một điểm M, gọi H là hình chiếu của điểm M 
trên mặt phang (a). Khi đó khoảng cách MH được gọi là khoảng cách 
từ điểm M đến mặt phang (a). 
d(M,(a)) = MH 


o 



Nhận xét: OH<MO,VMe(a) 

3. Khoảng cách từ một đường thẳng tới một mặt phẳng. 

Cho đường thẳng A và mặt phang (a) song song vói nhau. Khi đó 
khoảng cách từ một điểm bất kì trên A đến mặt phang (a) được gọi là 
khoảng cách giữa đưòng thẳng A và mặt phang (a). 

d(A,(a)) = d(M,(a)),M e A. 

4. Khoảng cách giữa hai mặt phẳng. 

Chohaimặtphẳng (a) và (|3) song song vói nhau, khoảng cách từ một 
điểm bất kì trên mặt phẳng này đến mặt phan kia được gọi là khoảng 
cách giữa hai mặt phang (a) và (|3). 

d((a),(Ị3)) = d(M,(|3)) = d(N,(a)) ,M e(a),N e (|3). 



5. Khoảng cách giữa hai đường thẳng. 
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Cho hai đường thẳng chéo nhau a,b .Độ dài đoạn vuông góc chung 
MN của a và b được gọi là khoảng cách giữa hai đường thẳng a và b . 




B. LUYỆN Kí NĂNG GIAI CÁC DẠNG BÁI TẶP. 

Bài toán 01: TÍNH KHOẢNG CÁCH TỪĐlỂM M đen đường thang A . 

Phương pháp: 

Để tính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng A ta cần xác định được hình chiếu H của điểm 
M trên đưòng thẳng A, rồi xem MH là đường cao của một tam giác nào đó đê tính. Điểm H 
thường được dựng theo hai cách sau: 

• Trong mp(M,A) vẽ MH_L A=>d(M,A) = MH 

• Dựng mặt phẳng (a) qua M và vuông góc với A tại H 
=>d(M,A) = MH. 


Hai công thức sau thường được dùng để tính MH 


• AMAB vuông tại M và có đường cao AH thì 

& MH 2 ma 2 MB 2 

2S... 

• MH là đường cao của AMABthì MH = . 

& AB 

Các ví dụ 


Ví dụ 1. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng a. Tính khoảng các từ đỉnh D' đến 
đường chéo AC'. 


Lời giải. 

Gọi H là hình chiếu của D' trên AC'. 

ÍCD' ± D'A' / \ 

Do r,_l, ^CƠI ADƠA 
1 C'D' ± DD' v ’ 


=>C'D'-LD'A. 

Vậy tam giác D'AC' vuông tại D' có đường cao D'H suy ra 


1 1 
+ - 


D'H 2 D'A 2 D'C' 


(a^j 


1 + 4 = g4=>D'H = a.Ễ 

a 2 2a 2 V 2 



Vậy d(D’AC')=a^|. 


GIÁO VIÊN MUỐN MUA F1LE WORD LIÊN HỆ 0946798489 I HAI MẶT PHẲNG 

VUồNG GÓC 


19 




















NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ví dụ 2. Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông tâm o cạnh a, cạnh SA vuông góc với 
mặt phẳng (ABCD) và SA =a . Gọi I là trung điểm của cạnh sc và M là trung điểm của đoạn 

AB. Tính khoảng cách từ I đến đường thẳng CM. 


Lời giải. 

Trong (ICM) kẻ IH-LCM thì d(l,CM) = IH. 
Gọi N = MOnDC,N eCD . 

™ . OH OM 

Ta có AMHO ~ AMNC => —77 = —77 

CN MC 


Mà OM = CN = 7 ,CM = VbM 2 + BC 2 
2 


í a ^ 2 

v2y 


, 2 a 

+ a = 


s 


s 



Suy ra OH = = —ự=, OI là đường trung bình trong tam giác SAC nên OI = ^ 


Ta có 


ÍOI//SA 

Ịsa±(abcd)^ 


OI _L (ABCD) => oi _L OH => AOHI vuông tại o nên 


ih=a/oh 2 +oi 2 


_ V 


v2%/5y 


+ 


/_\2 


v2y 


/y = a^Õ 

yio - 10 


Vậy d(l,CM) = ^. 

Ví dụ 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm o cạnh a, góc ABC = 120°, 
sc -L (ABCD) và sc = h. Tính khoảng cách từ điểm o đến đường thẳng SA theo a và h. 

Lời giải. 

Kẻ OH T SA, H e SA thì d (o, sa) = OH. 

Do ABCD là hình thoi cạnh a và ABC = 120° nên ACBD đều cạnh 

a =>CO = ^ệ =>CA = 2CO = a%/3 . 

2 

SA = n/CS 2 + CA 2 = Jữ + (a^) 2 =ự3a 2 +h 2 
Hai tam giác vuông AHO va ACS đồng dạng nên 


s 
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_ TT ^Ể-h , (— 

OH OA _ ^ OA.SC 2 ahy3 

SC“SA^ “SA “ 4Ũ +h 2 “ 2ự3a 2 +h 2 

Vậyd(0,SA) = 0H = -^_. 


Ví dụ 4. . Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a và cạnh bên SA _L (ABCD), 
SA = a. Gọi E là trung điểm của cạnh CD .Tính khoảng cách từ s đên đưòng thẳng BE . 

Lời giải. 

Trong (SBM) kẻ SH-LBM thì d(S,BM) = SH. 


Gọi N = BM nAD , ta có 

AD//BC^^ = ^ = l^DN = BC = a 
BC MC 

=> AN = 2a. 

Tronh tam giác vuông ABN có 


1 . 1 
- + - 


AH AB AN 2 


1 1 5 

2 “lã 2 


= a 2+ (2a) 


> AH = 


2aS 



N 


SAT(ABCD)^SATAH^AASH vuông tại A,dođó SH = n/aH 2 +AS 2 =^||a 2 +a 2 
Vậy d(S,BM)=SH =^Ễ. 

Bài toán 02: TÍNH KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM đến một mặt PHANG. 

Phương pháp: 

Để tính được khoảng từ điểm M đến mặt phẳng (a) thì điều quan trọng nhất là ta phải xác định 
được hình chiếu của điểm M trên (a). Để xác định được vị trí hình chiếu 
này ta có một số lưu ý sau: 

• Nểu có d J-(a) thì MH// d (hl). 


M 


-gổ* 


7 
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• Chọn ([3 ) chứa điểm M, rồi xác định giao tuyến A = (a) n (|3) . Trong (|3) dựng 
MH-LA=>MH-L(a) (h2). 

• Nếu trong (a) có hai điểm A, B sao cho MA = MB thì trong (a) kẻ đường trung trực d của 
đoạn AB, rồi trong mp(M,d)dựng MH_Ld. Khi đó MHl(a) (h3) 


Thật vậy , Gọi I là trung điểm của AB. Do MA = MB nên AMAB cân tại 
M => MI -L AB CI (a) . Lại có AB Td => AB T mp(M,d) 


=>ABTMH. 


Vậy 


ÍMH1AB 

[MHld 




• Nếu trong (a ) có một điểm A và một đường thẳng d không đi qua 
Asao cho MA Td thì trong (a) kẻ đường thẳng d' đi qua A và 

d'_Ld, rồi trong mp(M,d')kẻ MH-Ld'=>MH-L(a).(/ỉ4) 

Thật vậy, do dTd'và dlMA=>dlmpỊM,d')=>dlMH 
Lại có MH-Ld'=>MH_Lmp(d,d') = (a). 

• Nếu trong (a) cócácđiểm Aj,A 2 / ...,Ạ( rfc ^ mà 

MAj =MA 2 = ... = MA n hoặc các đường thẳng MA 1 ,MA 2 ,... / MA n tạo với 
(a) các góc bằng nhau thì hình chiếu của M trên (a) chính là tâm 





đường tròn ngoại tiếp đa giác A x A 2 ...A n . 

Nếu trong (a) có các điểm A 1 ,A 2 ,...,A( rfc ^ mà các mặt phang 
(MA 1 A 2 ),(MA 2 A 3 ),...,(MA ii A 1 ) thì hình chiếu của M là tâm đưòng tròn 
nội tiếp đa giác AjA 2 ...A n . 

Đôi khi, thay vì hình chiếu của điểm M xuống (a) ta có thể dựng 
hình chiếu một điểm N khác thích hợp hon sao cho MN // (oí) . Khi đó 
d(M,(a)) = d(N,(a)).(h5) 


M N 



h5 

d(M,(a))=d(N,(a)) 


Một kết quả có nhiều ứng dụng để tính khoảng cách từ một điểm đến mặt phẳng đối với tứ 
diện vuông (tưong tư như hệ thức lượng trong tam giác vuông) là: 


Nếu tứ diện OABC có OA,OB,OC đôi một vuông góc và có đường 


cao OH thì 


1 111 
OH 2 “ OA 2 + OB 2 + oc 2 ' 


A 
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Các ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là một tam giác đều cạnh a, cạnh SA vuông góc với 
(ABC) và SA = h, góc giữa hai mặtphẳng (SBC) và (ABC) bằng 60°. Tính khoảng cách từ A đến 

(SBC) theo a và h. 

Lời giải. 

, , í AI _L BC / V 

Gọi I là trung điểm của BC, ta có =^> (sai) _L BC 

SA. _L BC 

Vậy AIS chính là góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) 


=>AIS = 60°. 

Trong (SBC) kẻ AH-LSI. 

[bct(sai) 


Ta có 


Vậy 


ỊaHc(SAI) 
AH1 BC 


AH1BC. 


AHl(SBC) 


AH1SI 
=>d(A,(SBC)) = AH. 

Tam giác ABC đều cạnh a nên AI = 


ìn/3 


s 



Trong tam giác AIS ta có 


1 11 
AH 2 “ AI 2 + AS 2 


\S 


- + - 


4h 2 +3a 2 

3a 2 h 2 


=> AH = 


ahS 

Vếh 2 +3a 2 


Hay d(A / (SBC))= ■ ah ^ ^ ■ 
v v ;; ự4h 2 +3a 2 


Ví dụ 2 . Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và B, 

BA = BC = a,AD= 2a. Cạnh bên SA vuông góc vói đáy và SA = a%/2.Gọi H là hình chiếu vuông 
góc của A trên SB. Tính khoảng cách từ H đến mặt phang 
(SCD). 


Lời giải. 
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Trong (ABCD) gọi M = AB nCD, trong (sam) gọi K = AHnSM, kẻ AE-LSC tại E và gọi N là 
trung điểm của AD. 

Dễ thây ABCN là hình vuông nên NC = AB = a.Dođó NA = NC = ND = a=> AACD vuông tại 
c =>CD-LAC, lại có CD J_ SA => CD _L (sác) => (sác) JL (SCD) . 


Vậy < 


'(sac)i(scd) 

(SAC)n(SCD)=SC 

AEc(SAC) 

AE _LSC 


^■AEl(SCD) (l) 


Trong (AKE) kẻ HF // AE,F G KE, thì từ (1) suy ra HF _L (SCD) 
=>d(H,(SCD)) = HF. 


Do BC // AD => = -^- = 4 => MA = 2AB = 2a => B là trung điểm của MA. 

MA AD 2a 2 ờ 

T , , BH BH.BS BA 2 a 2 1 

Lại có —— = _ ’ = 7—7—-—; =- —7 = - . 

' BS BS» AB»+AS ! Ã ! + (a^) 3 


Vậy H là trọng tâm của tam giác SAM, do đó = ípỉ = Ậ => HF = \ AE. 

J AE KA 3 3 

Tứ diện ADMScóbacạnh AD, AM, AS đôi một vuông góc và AE-L(SMD) nên 

1 1 1 1 
AE 2 - AD 2 + AM 2 + AS 2 


111 
: T—T ~l~ T —T T—9 

4a 2 4a 2 2a 2 


> AE = a. 


Vậy =>d(H,(SCD)) = HF = |AE = |. 


Nhận xét: Từ bài trên ta thây nếu đường thẳng AB 


cắt (a) tại I thì 


d(A,(a))_iA 

d(B,(a)) _ ĨB' 


A 



Ví dụ 3. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' cóbakíchthức AB =a,AD =b,AA' =€ . Túìh 
khoảng cách từ A đếnmặtphẳng (DA’C’). 
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Lời giải. 

Gọi I là tâm của hình bình hành ADD'A' thì I là trung điểm của 
AD'. 


Tacó ±;B -£-l 
d(D',(DA'C)) ID' 

=> d( A,(DA'C)) = d(D , / (DA , C')). 

Mặt khác ta có tứ diện D'ADC' có các cạnh D'D,D'A',D'C' đôi một 
vuônggócnên d2(p| ^ A C )) g -L_ + -L_ + -L_ =i + A + i: 

Vây d(A,(DA’C))= . 1 


abc 


a 2+ b 2+ c 2 


\/a 2 b 2 +b 


2„2 , „ 2„2 
c + c a 


D' C' 



a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 
a 2 b 2 c 2 


Ví dụ 4. Cho hình hộp ABCD.A’B’C'D’ có tất cả các mặt đều là hình thoi cạnh a, các góc 
BAA' = BAD = DAA’ = 60°. Tính khoảng cách từ A' đến (ABCD). 

Lời giải. 


Do ABCD.A’B'C'D' có tất cả các mặt đều là hình thoi cạnh a và BAA' = BAD = DAA' = 60° nên các 
tam giác ABA^ABD^DA' đều là các tam giác đếu cạnh a^-A'A=A'B=A'D( A' cáchđếuba 
đỉnh của AABD) 


Gọi H là hình chiếu của A' trên (ABCD) thì các tam giác vuông A'HA / A'HB / A'HD bằng nhau 
nên HA = HB = HD suy ra H là tâm của đưòng tròn ngoại tiếp AABD. 


Gọi o giao điểm của AC và BD,tacó AH = ịAO = ị.^ệ- = ^ệ-. 

3 3 2 3 


a'h=v/aa ,2 -ah 2 



ìsls 



Vậy d(A',(ABCD))=A’H =a 


D' C' 



Ví dụ 5. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang vuông tại A và D, tam giác SAD 
đều và có cạnh bằng 2a, BC = 3a các mặt bên tạo với đáy các góc bằng nhau. Tính khoảng cách từ 
s đếnmặtphẳng (ABCD). 

Lời giải. 
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Gọi I là hình chiếu vuông góc của s trên(ABCD), Gọi ĩ 1/ ĩ 2 ,I y ĩ 4 lần luợt là hình chiếu của I trên 
các cạnh AB,BC,CD,DAthìcácgóc ILS(i = 1,4) là góc giữa các mặt bên và mặt đáy do đó chúng 
bằngnhau,suy ra các tam giác vuông SIIJ,SII 2 ,SII 3 ,SII 4 bằng nhau nên II 1 =II 2 =II 3 =II 4 => I là tâm 
đuờng tròn nội tiếp hình thang ABCD. 

Vì tứ giác ABCD ngoại tiếp nên AB + DC = AD+BC = 5a 


Diện tích hình thang ABCD là S = |(AB + DC)AD = |.5a.2a = 5a 2 

Gọi p là nửa chu vi và r là bán kính đường tròn nội tiếp của hình 
thang ABCD thì p =-—-= -Ẹ- = 5a 

Q_ _ s _5a 2 _ yy 

s = pr=>r = — = - 3 — = a => II. = r = a. 
y p 5a 4 


Tam giác SAD đều và có cạnh 2a nên 
SI 4 = = aS^Sl = ựsi 4 2 -II 4 2 = Sã 2 -a 2 = 3^2 Vậy d(S,(ABCD)) =SI =a#. 





Bài toán 03: KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI ĐƯỜNG THANG CHÉO NHAU. 


Phương pháp: 

Để tính khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau ta có thể dùng một trong các cách sau: 

• Dựng đoạn vuông góc chung MN của a và b . Khi đó 

d(a,b) = MN. Sau đây là một số cách dựng đoạn vuông góc chung thường dùng: 


Nếu a -L b thì ta dựng đoạn vuông góc chung của a và b như sau 

Dựng mặt phẳng (a) chứa b và vuông góc với a. 

Tìm giao điềm o = a n(a). 

Dựng OH_Lb. 

Đoạn OH chính là đoạn vuông góc chung của a và b . 

Nếu a,b không vuông góc vói nhau thì có thể dựng đoạn vuông góc 
chung của a và b theo hai cách sau: 

Cách 1. 

Dựng mặt phang (a) chứa b và song song với a. 

Dựng hình chiếu A' của một điểm Aea trên (a). 

Trong (a) dựng đường thẳng a' đi qua A' và song song với a 

cắt b tại M, từ M dựng đường thẳng song song vói AA' cắt a tại 
N. Đoạn MN chính là đoạn vuông góc chung của a và b . 
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Cách 2. 


Dựng mặt phẳng (a) vuông góc với a. 

Tìm giao điểm o = a n (a). 

Dựng hình chiếu b' của b trên (a) 

Trong (a) dựng OH-Lb' tại H . 

Từ H dựng đường thẳng song song với a cắt b tại B. 

Từ B dựng đường thẳng song song vói OH cắt a tại A. 
Đoạn AB chính là đoạn vuông góc chung của a và b . 

• Xem khoảng cách giữa hai đường thẳng a,b chéo nhau bằng 
khoảng cách từ một điểm Aea đến mặt phang (a) chứa b và 
(«) // a. 

• Sử dụng d(a,b) = d((a),(|3)) = d(A,(|3)),Ae(a) 

• Sử dụng phưong pháp vec tơ 

a) MN là đoạn vuông góc chung của AB và CD khi và chỉ khi 

ẤM = xÃB 
CN = yCD 
MN.ÃB = 0 
MN.CD = 0 


b) Nêu trong (a) có hai vec to không cùng phưong Uj,u 2 thì 



OH = d(ơ,(a)) 




ÕH-LŨ^ 

ÕHlu^ 

HeỊaj 




OH.Uj = 0 
ÕH.u^ = 0. 

He (ã) 


o 



Các ví dụ 
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Ví dụ 1. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh bên SA vuông góc với 
mặt phẳng đáy ( ABCD) và SA = a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng. 

a) SB và AD. 

b) BD và sc. 

Lời giải. 


a) Kẻ đưòng cao AH của tam giác SAB. Ta có 
ÍAD1AB 


ADTSA 


• AD _L (SAB) => AD _L AH Vậy AH là đoạn vuông góc 


chung của SB và AD, nên d(AD,SB) = AH. 

Tam giác SAB vuông cân tại A có đường cao AH nên 


AH = ịsB = ^ 
2 2 


Vậy d(AD,SB)=AH = 


a\/2 


5 



b) Ta có I ^ => BD _L (SAC). Gọi o là tâm của hình vuông ABCD và kẻ OK _L SC,K G SC thì 

OK là đoạn vuông góc chung của BD và sc. 

Vậy d(BD,SC)=OK = ^AI ( I là trung điểm của sc) 


T, , 1 11 1.1 3 . y. a s 

Tacó -^7 = -77 + -T7 = 4 + -T = rT=>AK = ^-, 
AK AS 2 AC 2 a 2a 2 2a 2 3 


Vậy d(BD / SC) = 


a%/ó 


Ví dụ 2. Cho hình vuông ABCD cạnh a, I là trung điểm của AB. Dựng IS _L (ABCD) và SI = 

Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm các cạnh BC,SD,SB. Dựng và tính độ dài đoạn vuông góc 
chung của các cặp đường thẳng sau: 

a) NP và AC. 

b) MN và AP. 

~ ... s 

Lời giai. 

a) Trong (SAB) kẻ FJ//SI, từ J kẻ JE//BD / Eg AC 
Từ E kẻ EF//PJ,FgPN. 
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NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


ÍPJ//SI _ . . . 

Do Ịsix(ABCD)- PJ1 < ABCD » 

^PJ_LAC (l). 

, ÍPN//BD _ T , . s 

Lại có :: ,„^PN_LAC ( 2 ) 

ỊbD_LAC v ’ 

Từ (l)/(2) ta có AC vuông góc vói (PNj) tại E,mà EFc(PNj)=> AC-LEF. 
Vậy EF là đoạn vuông góc chung của NP và AC . 

d(AC,PN) = EF = PJ = ^SI = ^p. 


b) Gọi Q là trung điểm của AB. 

Ta có MQ // AB,AB <= (SAB) => MQ // (SAB). 

Tương tự NQ // SA, SA c (SAB) => NQ // (SAB). 

Vậy (MNQ) // (SAB) => NM // (SAB). Lại có ^ ^ => MB ± (SAB) B là hình chiếu của M trên 

(SAB). Từ B kẻ đường thẳng song song với MN cắt AP tại K thì BK là hình chiếu của MN trên 
(SAB). Từ K kẻ đường thẳng song song với MB cắt MN tại FI thì KH là đoạn vuông góc chung 
của MN và AP. 


Vậy d(MN,AP) =KH =MB = I. 


Ví dụ 3. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 
AD' và BD. 

Lời giải. 


Cách 1. Dựng đường vuông góc chung (theo cách 1) rồi tính độ 
dài đoạn vuông góc chung. 

ÍBD // B'D' ^ , , . 

Do ỊaD^AB^’) nên ( AB ’ ư ) làmặtphẳngchứa AD' và 

song song với BD. 

Gọi o là tâm của hình vuông ABCD 
Ta dựng hình chiếu của điểm o trên (AB’D'). 


A' B' 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 

^ ÍB'D' _LA'C' ,_ N 

Do =>B'Ơ1 CCA' =>B'Ơ1A'C (l) 

|B’D’±CC’ v ’ w 

Tương tự A'C_LAD’ ( 2 ). 

Từ (l),(2) suy ra A'C_l(AB’D') . Gọi G = A'Cn(AB’D'). 

Do AAB’D' đều và A'A = A'B' = A'D' nên G là trọng tâm của tam giác AB’D'.VậyGọi I là tâm 
của hình vuông A'B'C'D' thì AI là trung tuyến của tam giác AB'D' nên A,G,I thẳng hàng. 

Trong (ACCA') dựng OH//CA' cắt AI tại H thì H là hình chiếu của OeBD trên (AB’D'j. 

Từ H dựng đường thẳng song song với BD cắt AD' tại M, từ M dựng đường thẳng song song 
với OH cắt BD tại N thì MN là đoạn vuông góc chung của AD' và BD do đó d(AD',BD) = MN. 

Dễ thây MNOH là hình chữ nhật nên MN = OH. Do OH là đường trung bình trong tam giác 

ACG => OH = ịcG. 

2 

Mặt khác -^ = ^ = 2=>CG = 2GA'=>CG = |cA' = |aN/3 = ^pƯ 
GA' A’I 3 3 3 

OH= 1 2^a _ 

2 ' 3 3 

Vậy d(AD',BD) = MN = OH = ^. 

Cách 2. Dựng đường vuông góc chung (theo cách 2) rồi tính độ dài đoạn vuông góc chung. 


Chon (DCB'A') vuông góc với AD' tại trung điểm o của 

AD'. Gọi I là tâm của hình vuông BCC'B' thì BI_LCB' và 
BI-LCD nên BI-L(DCB'A') từ đó DI là hình chiếu của DB lên 

(DCB'A'). 

Trong (DCB’A’) kẻ OH_LDI,từ H dựng đường thẳng song 

song với AD' cắt BD tại M, từ M dựng đường thẳng song 
song với OH cắt OA tại N thì MN là đoạn vuông góc chung 
của của AD' và BD do đó d(AD',BD) = MN. 



Ta có OHMN là hình chữ nhật nên MN = OH, mạt khác OH là đường cao trong tam giác vuông 

1 11 1 

+ - 


ODI nên 


OH 2 OD 2 


OI 2 




1 3 _ 

Ã + ị = í ^ OH= ^r- 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Vậy d(AD',BD) = MN = OH = ^. 

Cách 3. Giả sử MN là đoạn vuông góc chung của AD’ và BD 
với MeAD’,N eBD . Từ M kẻ MP_L AD, từ N kẻ NQ-LAD. 

Dễ thây BD_l(MNP)^>BD_LNP ; AD'_l(MNQ)=> AD'_L MQ. 


Hai tam giác AMQ và DNP vuông cân nên 


QD = QN = QP = MP = PA = ! 


T • _' T11VT DP 2a aV 
Lại có PN = — 

í 3^2 2 




Từ đó MN 2 =PM 2 +PN 2 






ỉsỊĨ 


■■ -A => MN: 
3 


ìyÍ3 



Cách 4. Xem khoảng cách cần tìm bằng khoảng cách của hai mặt phẳng song song chứa hai đường 


đó. 


Dễ thây < 


AD'c(AB'D') 

BDcz(BDC’) 

(AB'D , )//(BDC') 


d(AD',BD) = d((AB’D’) / (BDC')). 


Gọi I,J lần lượt là giao điểm của A’C với các mặt phẳng 
(AB'D'),(BDC'). 



Theo chứng minh trong cách 1 thì IJ lần lượt là trọng tâm của các tam giác AB'D' và (BDC'). Mạt 
khác dễdạng chứng minh được A'C_l(AB’D') ,A'CJ_( BDC). 


suy ra d(AD',BD) = d((AB'D'),(BDC)) = IJ = |a'C = ^A 


Cách 5. Sử dụng phưong pháp vec tơ 

Gọi MN là đoạn vuông góc chung của AD' và BD với MeAD',N eBD 
Đặt AB = x,AD = y,AA'= z^> 

AD' = y + z^>AM = kAD' = kỊy + zj,DB = x-y =^>DN = mỊx-yj. 

Ta có MN = AN - AM = AD + DN - AM = mx + (l — k — m)y — kz 


X = 


y| = z = a,xy = yz= ZX= I 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Vì MN±DB^MN.DB = 0<^mx + (l-k-m)y + kz)(x-y) = 0 
<^> 2m + k -1 = 0. 

• > . r 1 /\ ị 2m + k — 1 1 

Tương tự MN.AD , = 0<^>l-m-2k = 0 / tưđotacohệ < “ <^>m = k = ^. 

I m + 2k = 1 3 


Vậy MN = k + ^y - ^z =>MN = |ỹ[N I = +y 2 +z * 2 j 


i\Ỉ3 


Ví dụ 4. Cho tứ diện SABC có SA,SB,SC đôi một vuông góc và SA = SB = sc = a. Gọi M,N lần lượt 
là trung điểm của AB và SA . Dựng đường vuông góc chung và tính khoảng cách giữa hai đường 
thẳng SM và CN. 



Lời giải. 

Cách 1. Dựng đoạn vuông góc chung IK của hai đường thẳng 
SM và CN (theo cách 1) rồi tính IK. 

Gọi E là trung điểm của AM, ta có )=>SM//(CNEÌ, 

[SM//NE v ’ 

do đó (CNE) là mặt phang chứa CN và song song vói SM. 

Trong (SAB), kẻ SF_LNE thì 

í NE _L SF _ 

ị ^ =>NE± (CSE) => (CSE) _L (CNE) Trong (CSF) kẻ 

SH -LCF=>SH -L(CNE) vậy H là hình chiếu của s trên (CNE),từ 

H kẻ đường thẳng song song với SM cắt CN tại K, từ K kẻ đường thẳng song song với SH cắt 
SM tại I thì IK là đoạn vuông góc chung của SN và CN. 

T,^cr_A»_ a ^ 1 _ 1 ,1 1 ,19 

Ta có SF = AM = -—p-, —-^ = -^ + —=-—T+ 7 = 7 
4 SH 2 SF 2 sc 2 a 2 a 2 

^SH = Ỉ. 

3 

Vậy d(SM,CN) =ĨK =SH = I. 

Cách 2. Dựng đoạn vuông góc chung IK của hai đường 
thẳng SM và CN (theo cách 2) rồi tính IK. 

Gọi P,Q lần lượt là trung điểm của 
SB và CN, E là giao điểm của NP và SM. 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Khi đó NQ//CS,CS-L(SAB) 
=>NQ_L (SAB) => NQ _L SM 


Lại có SM _L NP => SM _L (NPQ) tại E, dựng hình bình hành CSEH => CH // SE, mà 

SE _L (NPQ) => CH _L (NPQ) , vì vậy NH là hình chiếu của NC trên (NPQ) .Kẻ EF _L NH tại F, từ 

F kẻ đường thẳng song song vói SM cắt CN tại I, từ I kẻ đường thẳng song song vói EF cắt SM 
tại K thì IK là đoạn vuông góc chung của CN và SM. 

Tam giác EHN vuông tại E có đường cao EF 


1 11 1 

=> 9 — 9 + 9 — 9 + 

EF 2 EH 2 EN 2 cs 2 


1 

abY 



9_ 
a 2 ' 


4 ) 


=> EF = I. Vậy d(CN,SM) =IK =EF = I. 
Cách 3. Sử dụng phưong pháp vec tơ 


Gọi EF là đoạn vuông góc chung của SM và CN. 

Đặt SA = ã,SB = b / SC=c=> ã = |b| = c = a và ăb = bc = cã = 0. 


EF là đoạn vuông góc chung của SM và CN 

SẼ = xSM 
CF=yCN 
ẼF.SM = 0' 

EF.CN = 0 


<=>4 


EeSM 
F eCN 
EF1SM 
EF±CN 




Ta có ẼF = ẼS + SC + CF = SC + CF-SE = c + yCN-xSM 


|(y-x)ã-ỉxb + (l-y)c. 


- X(~ r-\ 


{ 1- -3 

C-— a + b 

Ị + y 

—a-c 

2V ) 

ĩ J 

u J 


Ta có 


[ẼF.SM = 0 J-2x + y = 0 
I EF.CN = 0 [-x + 5y = 4 




4 

X = — 

9 

8 

y 9 


Vậy đường vuông góc chung của SM và CN là đường thẳng EF 

với SE = ịsM,CF = |cN. 

9 9 

_: 2 ^ 2 c* 1 ^_ í 4 -2 4 r 2 4 -*2 a 

Lúc đó EF = Ya-Yb + ^c^EF = . Yra +Ẽ~b +YrC ==-. 

9 9 9 V 81 81 81 3 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Vậy d(CN,SM)=EF = |. 


Ví dụ 5. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 
AD' và BD. 


Lời giải. 

Cách 1. Dựng đường vuông góc chung (theo cách 1) rồi tính độ 
dài đoạn vuông góc chung. 

^ ÍBD // B'D' ^ , , 

Do 1 n ẻ n (AB’ D'J là mặt phăng chứa AD' và song 

song với BD. 

Gọi o là tâm của hình vuông ABCD 
Ta dựng hình chiếu của điểm o trên (AB'D'). 


A' 


B' 



B 


n ÍB'D' ± A'C' ,_\ _ ,, 

Do =>B'Ơ1 CCA' =>B'Ơ1A'C (l) 

[B’D’1CC v ’ w 


Tương tự A'C-LAD' ( 2 ). 

Từ (l),(2) suy ra A'C_l(AB’D') . Gọi G = A'Cn(AB’D'). 


Do A4B’D' đều và A'A = A'B' = A'D' nên G là trọng tâm của tam giác AB’D'.VậyGọi I là tâm 
của hình vuông A'B'C'D' thì AI là trung tuyến của tam giác AB'D' nên A,G,Ĩ thẳng hàng. 

Trong (ACC'A') dựng OH//CA' cắt AI tại H thì H là hình chiếu của OeBD trên ( AB’ D'j. 

Từ H dựng đường thẳng song song với BD cắt AD' tại M, từ M dựng đường thẳng song song 
vói OH cắt BD tại N thì MN là đoạn vuông góc chung của AD' và BD do đó d( AD', BD) = MN. 

Dễ thây MNOH là hình chữ nhật nên MN = OH. Do OH là đường trung bình trong tam giác 

ACG=>OH = ịcG. 

2 

Mặt khác -^ = ^ = 2=>CG = 2GA'=>CG = |cA' = |aN/3 = ^pỉ-. 

GA' A'I 3 3 3 

2\f3ã ãsỊs 
2 3 3 

Vậy d(AD',BD) = MN = OH = ^. 

Cách 2. Dựng đường vuông góc chung (theo cách 2) rồi tính độ dài đoạn vuông góc chung. 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Chon (DCB'A') vuông góc với AD' tại trung điểm o của 
AD'. Gọi I là tâm của hình vuông BCCB' thì BI_LCB' và 
BI _LCD nên BI i. (DCB'A') từ đó DI là hình chiếu của DB lên 

(DCB'A'). 

Trong (DCB'A’) kẻ OHJ-DI,từ H dựng đường thẳng song 

song với AD' cắt BD tại M, từ M dựng đường thẳng song 
song với OH cắt OA tại N thì MN là đoạn vuông góc chung 
của của AD' và BD do đó d(AD’,BD) = MN. 



Ta có OHMN là hình chữ nhật nên MN = OH, mạt khác OH là 
đưòng cao trong tam giác vuông ODI nên 


2 + 7Tr2" 


OH OD Oi 




+ Ị=Ạ^oh=^. 


£ 

2 

V V 


2 2 2 

a a 


Vậy d(AD',BD) = MN = OH: 


ax/3 


Cách 3. Giả sử MN là đoạn vuông góc chung của AD’ và 
BD với MeAD',N gBD . Từ M kẻ MP-L AD, từ N kẻ 
NQ-LAD. 

Dễ thây BD _L(MNP)=>BD _LNP ; AD' _L(MNQ) => AD'_L MQ. 


Hai tam giác AMQ và DNP vuông cân nên 
QD = QN = QP = MP = PA = ! 


T DM _ DP _ 2a av 
Lại có PN = —=■ = —-7= = — 

n/2 3n/2 2 


ì%/2 



Từ đó MN 2 = PM 2 + PN 2 = 




v3y 


ìyfĩ 


\2 


a“ . „ , a^/3 


= 2-^.MN = 

3 3 


Cách 4. Xem khoảng cách cần tìm bằng khoảng cách của hai mặt phẳng song song chứa hai đường 
đó. 


GIÁO VIÊN MUỐN MUA F1LE WORD LIÊN HỆ 0946798489 





































NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


'ad'c(ab'D') 

Dễ thây ÌbD<=(BDC') 

(AB'D')//(BDC) 

^ d( AD',BD) = d((AB’ D’),(BDC')). 

Gọi IJ lần lượt là giao điểm của A’C với các mặt phang (AB^^BDC). 


Theo chứng minh trong cách 1 thì IJ lần lượt là trọng tâm của các tam giác AB'D' và (BDC'). Mạt 
khác dễ dạng chứng minh được A'C_l(AB’D') ,A'CJ_( BDC). 


suy ra d(AD',BD) = d((AB'D') / (BDC’)) = IJ = ^A'C = ^. 

3 3 


Cách 5. Sử dụng phưong pháp vec to 

Gọi MN là đoạn vuông góc chung của AD' và BD vói MeAD',N gBD 


Đặt AB = x,AD = y,AA'=z=> 



= a,xy= yz= zx= 


0 


AD' = y+ z=> AM = kAD' = k^y + zj,DB = x-y =>DN = mỊx-yj. 
Ta có MN = AN — AM = AD + DN—AM = mx+Ịl-k — m)y — kz 


Vì MNlDB^MN.DB = 0<^(mx + (l-k-m)y + kz)(x-ỹ) = 0 


<=>2m+k-l = 0. 

m -E* „ _ _ . . ,, ^ Í2m + k = l , 1 

Tưong tự MN.AD' = 0 <=> 1 - m - 2k = 0, từ đó ta có hệ ị "<=>m = k = T 

õ Ịm + 2k = 1 3 


Vậy MN = ^x + ỉy -ìz =>MN = ỊviN I = +y +z j = —^~ • 

Ví dụ 6. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, cạnh bên SA vuông góc vói 
mặt phẳng đáy ( ABCD) và SA = a. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng 

a) SB và AD. 

b) BD và sc. 

Lời giải. 


a) Kẻ đường cao AH của tam giác SAB. Ta có 
ÍADTAB 


ADTSA 


■ AD _L (SAB) => AD _L AH Vậy AH là đoạn vuông 


góc chung của SB và AD,nên d(AD,SB) = AH. 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Tam giác SAB vuông cân tại A có đường cao AH nên AH = ^SB = — 


Vậy d(AD,SB) =AH = . 

b) Ta có I ^ => BD _L (SAC). Gọi o là tâm của hình vuông ABCD và kẻ OK T SC,K e sc thì 

OK là đoạn vuông góc chung của BD và sc. 

Vậy d(BD,SC)=OK =^AI ( I là trung điểm của sc) 


Ta có 


1 11 11 3 . . _ _ asỊẽ 

- — - + , — —7 + —r — —— => AK — ——— . 

AK 2 AS 2 AC 2 a 2 2a 2 2a 2 3 


Vậy d(BD,SC) = ^. 


/0 

Ví dụ 7. Cho hình vuông ABCD cạnh a, I là trung điểm của AB. Dựng IS -L (ABCD) và SI = . 

Gọi M,N,P lần lượt là trung điểm các cạnh BC,SD,SB. Dựng và tính độ dài đoạn vuông góc 
chung của các cặp đường thẳng sau: 

a) NP và AC. 

b) MN và AP. 

Lời giải. 

a) Trong (SAB) kẻ PJ//SI, từ J kẻ JE//BD,EeAC 
Từ E kẻ EF//PJ,FePN. 

ÍPJ//SI _ . , . 

Do Ịs”(abcdC pj± ( abcd > 

=> PJ T AC (l). 

Lại có _=>PN1 AC ( 2 ) 

|BD_LAC v ’ 

Từ (l)/(2) ta có AC vuông góc vói (PNj) tại E,mà EFc(PNj)=> AC-LEF. 


s 



Vậy EF là đoạn vuông góc chung của NP và AC . 
d(AC,PN) = EF = PJ = |si = ^p. 
b) Gọi Q là trung điểm của AB. 
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Ta có MQ // AB, AB c= (SAB) => MQ // (SAB). 

Tương tự NQ // SA, SA c (SAB) => NQ // (SAB). 

Vậy (MNQ) // (SAB) => NM // (SAB). Lại có ”Ị~ => MB _L (SAB) ^ B là hình chiếu của M trên 

(SAB). Từ B kẻ đường thẳng song song với MN cắt AP tại K thì BK là hình chiếu của MN trên 
(SAB). Từ K kẻ đường thẳng song song với MB cắt MN tại H thì KH là đoạn vuông góc chung 
của MN và AP. 


Vậy d(MN,AP) =KH =MB = I. 


Ví dụ 8. Cho tứ diện SABC có SA,SB,SC đôi một vuông góc và SA = SB = sc = a. Gọi M,N lần lượt 
là trung điểm của AB và SA . Dựng đường vuông góc chung và tính khoảng cách giữa hai đường 
thắng SM và CN .Cho tam giác ABC, dựng ảnh của tam giác ABC qua phép tịnh tiên theo vec to 
BC. 

Lời giải. 

Cách 1. Dựng đoạn vuông góc chung IK của hai đường thẳng 
SM và CN (theo cách 1) rồi tính IK. 

, .ÍNEc(CNE) 

Gọi E là trung điểm của AM, ta có - _ _ _ ' => SM // (CNEÌ, 

[SM//NE v ’ 

do đó (CNE) là mặt phang chứa CN và song song với SM. 

Trong (SAB), kẻ SF _LNE thì 

NE _L SF _ 

NE 1CS ^ NF1 ( CSF ) =* ( CSF ) 1 ( CNE ) Trong (CSF) kẻ 

SH±CF^>SH J-(CNE) vậy H là hình chiếu của s trên (CNE),từ 

H kẻ đường thẳng song song với SM cắt CN tại K, từ K kẻ đường thẳng song song với SH cắt 
SM tại I thì IK là đoạn vuông góc chung của SN và CN. 



Ta có SF = AM = ^, —í- 
4 SH 2 


1 1 

\ + ~~T 

SF 2 sc 2 


1 


ía^Ỵ 




9 _ 

a 2 


=> SH = ^ . 
3 


Vậy d(SM,CN) =nc =SH = I. 
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Cách 2. Dựng đoạn vuông góc chung IK của hai đuờng thẳng SM và CN (theo cách 2) rồi tính 
IK. 


Gọi P,Q lần luợt là trung điểm của 
SB và CN, E là giao điểm của NP và SM. 

Khi đó NQ//CS,CS_L(SAB) 

=>NQ-L (SAB) => NQ _L SM 

Lại có SM _L NP => SM _L (NPQ) tại E, dựng hình bình 
hành CSEH =5> CH // SE, mà SE _L (NPQ) => CH _L (NPQ) , 
vì vậy NH là hình chiếu của NC trên (NPQ) .Kẻ 

EF _L NH tại F, từ F kẻ đường thẳng song song với SM 
cắt CN tại I, từ I kẻ đường thẳng song song với EF cắt 
SM tại K thì IK là đoạn vuông góc chung của CN và 
SM. 


Tam giác EHN vuông tại E có đường cao EF 


1 . 1 
- + - 


EF 2 EH 2 EN 2 cs 2 


- + - 


AB 


18 9 

2 " a 2 + a 2 - a 2 



=> EF = I. Vậy d(CN,SM) =IK =EF = I. 
3 3 


Bài toán 03: ỨNG DỤNG PHÉP CHIẾU VUÔNG GÓC ĐỂ TÍNH KHOẢNG CÁCH GIỮA HAI 
ĐƯỜNG THẲNG CHÉO NHAU. 


Phương pháp: 

Cho hai đường thẳng chéo nhau AB và CD 

Xét mặt phang (a) vuông góc với CD tại điểm O.Gọi IJ là đoạn 

vuông góc chung của AB và CD ( I e AB, J e CD) 

Xét phép chiếu vuông góc lên (a), Gọi A',B',r là hình chiếu của 
A,B/I thì IJ = OI', từ đó d(AB,CD) = d(0,A’B'). 



Vậy để tính IJ ta qui về tính or trong mặt phẳng (a). 
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Các ví dụ 

Ví dụ 1 . Cho tứ diện đều ABCD cạnh a . Gọi M,N lần lượt là trung điểm của AB và CD . Tính 
khoảng cách giữa hai đường thẳng BN và CM. 

Lời giải. 


Gọi H là tâm của tam giác đều BCD thì AH_I_(BCD). Gọi (a) là 
mặt phang đi qua N và song song với AH thì (a) _L BN. Xét phép 
chiếu vuông góc lên (a), gọi A^BVCVDVHVMVN' lần lượt là ảnh 
của A,B,C,D,H,M,N thì B’ = N' = H' = N, C’ = C,D'= D. 

Ta có d(CM,CD) = d(N,CM'). 


bhAbnAVLVL 

3 3 2 3 


ah=n/ab 2 -bh 2 = 



ịạS ) 2 

3 J 





D 


Tam giác NCM' vuông tại N nên 

1 


1 11 
d 2 (N,CM') _ CN 2+ NM' 2 


- + - 


í a ì 

(N _ 

' a ^ 

UJ 


v%/6y 


^ ™ => d(N,CM') = 

a 2 v 7 10 


Vậy d(CM,BN) =d (N,CM') = . 

Ví dụ 2. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng a. Gọi M,N lần lượt là trung điểm 
của AB và B'C'. Tính khoảng cách giữa hai đưòng thẳng AN và DM. 

Lời giải. 


Gọi E là trung điểm của BC. 

Dễ thây AADM = ABAE nên AMD = AEB, mà 
AEB + BAE = 90° => AMD + BAE = 90° 

=> DM _L AE. Lại có EN _L (ABCD) => EN _L DM do đó 
(AEN)-LDM tại I. 

Xét phép chiếu vuông góc lên (ANE), ta có AN chính là hình 
chiếu của nó nên 
d(DM,AN) = d(l,AN) 


A M B 
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Gọi K là hình chiếu cuả I trên AN thì d(l,AN) = IK. 

Ta có AAKI ~ AAEN, suy ra => IK = , 1 

J EN AN AN v ' 

AN 2 = AE 2 + EN 2 = AB 2 + BE 2 + EN 2 = => AN = . 

4 2 

1 1,1 1 . 4 5 _ AT ayfE 

—rr = —=rr + --777 = 7 + 7 = , => AI = —=— • 

AI 2 AD AM 2 a 2 a 2 a 2 5 

Thay vào (l) ta được IK = —^Ịr- ■ 

Vậy d(DM,AN) = • 


CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP 

Câu 64. Cho tứ diện OABC có OA,OB,OC đôi một vuông góc và OA = OB = oc = a. Gọi I là trung 
điểm của BC. Hãy dựng và tính độ dài đoạn vuông góc chung giữa các cặp đưòng thẳng: 


a) OA và BC 

^ a%/2 g 3a\fĩ £ a^ỉĩ 

' ~3~ ‘ 2 ■ ~Ĩ2~ 

b) AI và oc 

■ "T" ■ ~ 6 ~ ' ~ĩ~ 

*a.Bài làm: 64 a) Do ị 1 ^ ^ OA 1 (OBC) => OA 1 OI 

’ [OAIOC v ’ 

Lại có OB = oc và I là trung điểm của BC nên OI _L BC .Vậy OI 
là đoạn vuông góc chung của OA và BC. 

Ol^ĩệ. 

2 2 

b)Gọi J là trung điểm của OBthìmặtphẳng (AIj) chứa AI và 
song song với oc . Hạ OH -L AJ,H e AJ. 


D. 


£ 2/3 


D.ĩầ 



ÍIJ//OC „ ,_. „ . . . 

Ta có I ^ ỊOABj ^ ( OAB ) IJ L OH vì vậy OH -L (AIJ). Từ H kẻ đường thẳng song song 

với IJ cắt AI tại E, từ E kẻ đường thẳng song song với OH cắt oc tại F thì EF là đoạn vuông 
góc chunh của AI và oc. 
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Trong tam giác OAJ có 


OH 2 OA 



Vậy EF = OH = ^ 


5 



Tính khoảng cách từ A đến (SBC). 

A. d(A,(SBC)) = ^ B. d(A,(SBC)) = ^ c. d(A,(SBC)) = ^p D. d(A,(SBC)) = ^Ễ 

ìs-Bài làm:65. Gọi I là trung điểm của BC. Do tam giác ABC đều nên AI _L BC, mặt khác 
SA _L (ABC) => SA ± BC => (sai) _L (SBC) 

do đó hạ AH-LSI tại H thì AH_L(SBC). £ 

Vậy d(A,(SBC))=AH . 



rp / AT av/3 OA av/6 
Ta có AI = —,SA = —r— suy ra 


2 2 


AH 2 =Al 2 +AS 2 = ía^Y + ía^Y 


c 


A 


2 2 



B 


Hay d(A,(SBC)) = ^ 


Câu 66. Cho tứ diện ABCD có AD-L(ABC), AC = AD=4cm, AB = 3cm, 
BC = 5cm. Tính khoảng cách từ A đến (BCD). 


A.d(A / (DBC)) = ^p B.d(A,(DBC)) = ^C.d(A,(DBC)) = ^ D. d(A,(DBC)) = ^ 


LsiBài làm: 66. Chứng minh được AB, AC, AD đôi một vuông góc, từ đó tính được 


d(A,(DBC)) = ^ĩ. 
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( Trích đề thi ĐH Khối D Năm 2002) 


Câu 67. Cho hai mặt phẳng (p) và (q) vuông góc với nhau, có giao tuyến là đuòng thẳng A . Trên 
A lây hai điểm A, B sao cho AB = a. Trong mặt phẳng (p) lây điểm c, trong mặt phẳng (Q) lây 
điểm D sao cho AC,BD cùng vuông góc với A và AC = BD = AB. Tính khoảng cách từ A đến 


(BCD). 

A. d(A,(BCD)) = ^ B. d(A,(BCD)) = ^p 
3 4 

ìs-Bài làm:67. Gọi o là trung điểm của CD 

Ta có (p)_l(Q) và A = (p)n(ọ), mà AC_L A 

=> AC -L (q) => AC -L AD =í> AACD vuông tại 
A =>OA=OC=OD . 

Tương tự ABCD vuông tại B =>OB = OC=OD . 
Vậy OA=OB =OC =OD . 

Hạ AH-LCB thì iAH1ÍBCDÌ dođó 

Ịah_lbd v ’ 
d( A,(BCD)) = AH = . 


c. d(A,(BCD)) = ^p D. d(A,(BCD)) = ^ 



Câu 68. Cho tứ diện ABCD có AB = a, AC = b, AD = c và BAC = CAD = DAB = 60°. Tính khoảng cách 
từ D đến (ABC). 


A. d(D,(ABC)) = ^ B. d(D,(ABC)) = ^ẽ c. d(D,(ABC)) = ^ẽ D. d(D,(ABC)) = ^ 


ầs-Bài làm:68. Gọi H là hình chiêu của D trên (ABC) 


A 


Hạ HM1AB,HN1AC. 

Xét hai tam giác vuông AMD và AND có AD chung, 
MAD = NAD = 60° nên 

AMAD = ANAD => DM = DN => HM = HN do đó AH là 
đưòng phân giác góc A của tam giác ABC. 

Ta có AM = ADcosóO 0 = ị . 

2 



-7 --- 7 - 7 -:- c - 7 - 
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AH = -ìỉị-=2=ĩệ. 

cos30° 73 3 

~2 

DH = 7aD 2 - AH 2 = ^|c 2 - y = ~~ • 
Vậy d(D,(ABC)) = ^y. 


Câu 69. Cho hình chóp S.ABC có SA = 3a và SA -L (ABC). Tam giác ABC có AB = BC = 2a,góc 
ABC = 120°. Tính khoảng cách từ A đến (SBC). 


A. d(A,(SBC)) = y B. d(A,(SBC)) = I 

'BC1 AI 


■a.Bài làm:69. Kẻ AI -L BC,I e BC, ta có 
=>bc_l(sai). 


BC1SA 


AH_LSI . ,_, 

Kẻ AH-LSI thì ị “ „„^AH_l(SBCÌ. 

AH _L BC v ’ 


Vậy d(A,(SBC))=AH . 


s 


Ta có ABI = 60°, AI = ABsinóCP = 2a.Ạ7= a/ã. 

2 


1111 1 
AH 2= AS 2+ Af = (3a) 2+ ( a ^Ị 2 


4 ... 3a 

=> AH = — . 


c. d(A,(SBC)) = y D. d(A,(SBC)) = 2a 



9a 


Vậy d(A,(SBC)) = y. 


Câu 70. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A' B'C' có đáy ABC là tam giác vuông BA = BC = a, cạnh bên 
AA' = a\ỊĨ . Gọi M là trung điểm của BC. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AM,B'C . 

( Trích đề thi ĐH Khối D Năm 2008) 

A. d(AM,B'C) = yy B. d(AM,B'C) = ^y C. d(AM,B’C) = ^y D. d(AM,B'C) = ^y 
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■ỉ&Bài làm: 70. Gọi N là trung điểm của BB' ; ta có 



B' 



C' 


d(AM,B'C) = d(B',(AMN)Ị. Mặt khác N là trung điểm của BB 
nên d(B’,(AMN)) = d(B,(AMN)) 

Kẻ BI _L AM thì AM _l(BNI) ,kẻ BH _L NI => BH _L (AMN) nên 
d(B,(AMN)) = BH. 


N 


B 


c 


iacỏ ——T = —-T- + — A 

BH BN BI 2 

11 1 7 
” BN 2 + BA 2 + BM 2 “ a 2 ' 

=>BH = ^ỹ^-. Vậy d(AM,B'C)~. 

Cách 2. Kẻ BIA AM thì (lBB')-LAM, kẻ CK//AM thì CK_l(IBB') 

Xét phép chiếu vuông góc lên (IBB’ ) thì ta có B'K là hình chiếu của 

B'C trên ÍIBB'Ì nên dÍAM,B’CÌ = dÍLB'K]. C' 



B'K 5 aylũ 7 
Vậy d(AM,B’C) = ^. 

Câu 71. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang vuông tại A và B, BA = BC=a,AD= 2a. 
Cạnh bên SA _L (ABCD) và SA = ajĩ . Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên SB . Tính 
khoảng cách từ H đến (SCD). 


( Trích đề thi ĐH Khối D Năm 2007) 
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A. d(H,(SCD)) = ^ B. d(H,(SCD)) = ệ c. d(H,(SCD)) = a D. d(H,(SCD)) = ^ 
3 2 4 

Ạn 

ìs. Bài làm: 71. Gọi I là trung điểm của AD, thế thì IA = ID = IC = -^- nên AACD vuông tại c 

=>CDJ. AC(l) s 

Lại có SAl(ABCD) 

=>SAJ.CD ( 2 ). Từ ( 1 ) 7 ( 2 ) suy ra 
CD i. (sác) => CD _L sc 7 hay tam giác SCD vuông tại c. 

Gọi dj,d 2 lần lượt là khoảng cách từ B,H đến (SCD). 

Ta có 


D 


d 2 _ SH _ SH.SB _ SA 2 _ 2 
d, SB " SB 2 - SB 2 _ 3 

d 2=? d i- 

2 3 1 

Kẻ AFJ.SC thì dễ thây AF J_(SCD), kẻ BK // AF,KeEF thì dj =BK. 

Gọi E = AB nCD . 

T 7 BK _ EB 1 1 

Ta có —^ = = - 7 =>BK = - 7 AF. 

AF EA 2 2 



Mặt khác,trong tam giác vuông SAC ta có 


=>KB = -=>d 1 =^=>d 2 = 


11111 
AF 2 “ AC 2 + AS 2 “ 2a 2 + 2a 


2 a 2 


4^AF = a 


2 1 2 z 3'2 3 

Vậy d(H,(SCD)) = d 2 =|. 

Lưu ý: Có thể tính khoảng cách từ FI đến (SCD) theo 
cách khác như sau: 

Gọi E = AB nCD,K =AH nSE 

Dễ thây B là trung điểm của AE và ^ ^ nên H là 

SB 3 

trọng tâm của tam giác ASE. 

Ta cỏ d ( H '( SCD )) KH_1 
d(A,(SCD)) KA 3 
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Tứ diện ABES có AB,AE,AS đôi một vuông góc nên 

1 1 11 1111 
d 2 (A,(SCD)) _ AE 2 + AD 2 + AS 2 _ 4a 2+ 4a 2+ 2a" “ã 2 ' 

=> d( A,(SCD)) = a => d(H,(SCD)) = ị. 


Câu 72. Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a. Gọi SH là đường cao của hình chóp. 
Khoảng cách từ trung điểm I của SH đến (SBC) bằng b. Tính SH. 


A. SH= - 2ab B. SH = -= ab c. SH = -p= 2ab D. SH = - T = 3ab 

va 2 -16b 2 Va 2 -16b 2 yia 2 -16b 2 Va 2 -16b 2 

■s^Bài làm: 72. Gọi E là trung điểm của BC, ta có £ 



Vậy SH = 


2ab 


%/a 2 -16b 2 


Câu 73. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm o, cạnh a và AC = a . Gọi H là 
trung điểm của cạnh AB, biết SH _L (ABCD) và SH = a . Tính khoảng cách 

a) Từ o đến (SCD). 


A. d(0,(SCD))-^ 


B. d(0,(SCD)) = —Ỵ— 


c. d(o,(SCD)) = ^ĩ 


D. d(0,(SCD)) = í^ 


b) Từ A đến (SBC). 
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s7 


A. d(A,(SBC)) = 
c. d(A,(SBC))= 19 
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2asf5 


19 

2 a # 


B. d(A,(SBC)) 

D. d(A,(SBC))= 19 


19 

2a SỈ57 


ìs.Bài làm:73. a) Gọi I =HOnCD => = Ẹị = ị 

d(H,(SCD)) HI 2 

Tam giác ABC đều nên CH _L AB mà AB // CD => CH _L CD. 

Mặt khác CD _L SH do đó CD _L (SHC), kẻ 

HJ JL sc, J e sc => HJ _L (SCD) => d(H,(SCD)) = HJ. 

Ta có HC = ^ệ-, trong tam giác SHCcó —Ị- 5 - = -}-rr + 

2 & & HJ 2 HC 2 HS 2 


14 1 _ 7 

f /rv + a 2 _ 3a 2 + a 2 _ 3a 2 





2 , 

V y 


^ HJ = a ^ ^ d(0, (SCD)) Ad(H,(SCD)) = V4 

b)Tacó B = ABn(SBC) nên -|A -° 2 

v ’ d(H,(SBC)) BH 

Gọi E,F lần lượt là trung điểm của BC,BE thì ] ^ => HF _L BC 

6 [HF//AE 

Vậy ]^"|"^=>BCJ.(SHF)=>(SBC)j.(SHF) / dođókẻ HKTSF thì HKT(SBC)nên 
1BC -L SH 

d(H,(SBC)) = HK. 

Ta có m = 4 Ễ = ỉ# 1 1 1 1 19 

2 4 HK 2 HF 2 HS 2 3a 2 a 2 3a 2 


bC _L [btlt) => (bbL; J _L^>JrLb J, do d( 

_L SH 
:))=HK. 

_ AE _ aS _1_11_16 1 

_ ~2~ - ~ị~ ^ HK 2 ~ĩ^ + ĩ&-^ + ^ 

j= =» d( A,(SBC)) = 2d(H,(SBC)) = ĩỉỆ-. 
,(SBC)) = 2a ^ . 


Câu 74. Cho lăng trụ đều ABC.A'B'C' có tất cả các cạnh đều bằng a. Gọi M,N lần lượt là trung 
điểm của AA’,BB' . Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng B'M và CN. 
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A. d(B'M,CN) = ^^ B. d(B'M,CN) = ^^ c. d(B'M,CN) = ^p D. d(B'M,CN) = ^p 


•ỉs,Bài làm:74. 

Gọi 0,0' lần lượt là trung điểm của BC,B'C' , I = 00'n CN. 

ÍB'M//AN __, . 

Do ị ; " , * ' . => B'M // (can) 

[ANc(ACN) " v ’ 

=> d(B'M,CN) = d(B'M,(ACN)) 

= d(B',(ACN)) (l). 

Mặt khác N là trung điểm của BB' nên 
d(B',(ACN)) = d(B,(CAN)) ( 2 ). 



Ta có CB o (CAN) = c => = ^ = 2 ( 3 ) 

v ’ d(0,(CAN)) CO v ’ 


Dễ thây tứ diện OACI có OA,OC,OI đôi một vuông góc nên 

1 1 11 , X 

d 2 (0,(ACN)) OA 2+ OC 2+ OI 2 ' ’ 

Dễ thây oc = §,OI = ^ = ^,OA = a Ặ- nên 
2 2 4 2 


ịaS) 

2 

M 

2 

í a ì 

2 

) 


UJ 


UJ 


4 4 16 

9 H—z- H-— 

3a a a 


■d(0,(ACN)) = ^ (5). 


Từ (l),(2),(3),(4) / (5) ta có d(B’M,CN) = 


i-v/3 


64 

3a 2 


Câu 75. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm o, SOT(ABCD), 
AC = 4,BD= 2,SO= V3. Tính 
a) Khoảng cách từ A đến (SBC). 

A. d(A,(SBC)) = ^ B. d(A,(SBC)) = ^ 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Gd(A,(SBC))-í| 


D. d(A,(SBC)) = ±! 


b) Khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và SD. 


s 


iS 


A.d(AB,SD) = ^ B. d(AB,SD) = ig c. d(AB,SD) = íg 


ìs^Bài làm: 75. 


a) Ta có AOo(SBC) = C nên d ■^'Ị s | 3( ^í = -^ = 2 (l) 
v ' d(ơ,(SBC)) CO v ’ 

Mặt khác dễ thây tứ diện OBCS có các cạnh OB,OC,OS 

1 111 

đôi một vuông góc nên ———7-— = —7— + —7— + 7-7— 

66 d 2 (0,(SBC)) OB 2 oc 2 os 2 


,11 19 

= l + - + ^ = 77 

4 3 12 


' d (°'( SBC ))=í 


=.d(A,(SBC)) = ^. 

b)Tacó (SCD) là mặt phang chứa SD và song song vói AB vì 
vậy d(AB,SD) =d (AB, (SCD )) =d (B, ệCD )) Tương tự như câu a) 
ta có d(B,(SCD)) = 2d(0,(SCD)) mà 

d(0,(SCD)) = ^| ^d(B,(SCD)) = i|,hay d(AB,SD) = ^. 


D. d(AB,SD) = í| 



- - V- >lì 


Câu 76. Cho tứ diện ABCD có AB = CD = a, AD = BC = b, AC = BD = c. 


Tính khoảng cách giữa các cặp cạnh đối của tứ diện. 

A. d(AD / BC) = 2^| a + c ^~ b ~,d(ACBD)=2^ a + k 2 ~ C -. 

B. d(AD,BC) = ' d ( AC ' BD ì = Ị a+b 3 ~ C2 • 

c. d(AD,BC) = 3^ a + < ^~ b ~, d(AC,BD)=3^| a + k 2 ~ C -. 
D. d(AD / BC) = ^ a ^^ / d(AC,BD) = ^EtZE?. 
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■».Bài làm: 76. 

Gọi M,N lần lượt là trung điểm của AB và CD. 

Xét hai tam giác ACD và BCD có CD chung AC = BD, AD = BC nên AACD = ABCD, mà M là 


trung điểm của AB nên MN _L AB. 

Lí lưaanj tương tự ta cũng có MN _L CD. 

Vậy MN là đường vuông góc chung của AB và CD, do đó 
d(AB,CD) = MN. 


. , UI 2 AChAD 2 CD 2 2(b 2 +c 2 )-a 2 

Ta có AN =-——-— = —- -ỉ- - 

2 

2(b 2 +c 2 )- 


mn 2 =an 2 -am 2 

b 2 + c 2 - a 2 


‘ a a 2 


MN : 



4 


b 2 + c 2 -a 2 


2 


, hay d(AB,CD): 


b 2 +c 2 -a 2 


Tính tương tự ta có: 

d(AD / BC) = ^5ậ^, d(AC,BD) = ^±^l. 


A 



Câu 77. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. Gọi E là điểm đối xứng của D qua 
trung điểm của SA, M là trung điểm của AE, N là trung điểm của BC. Chứng minh MN _L BD 
và tính khoảng cách giữa hai đường thẳng MN và AC . 

( Trích đề thi ĐH Khối B Năm 2007) 

A. d(MN,AC) = ^p B. d(MN,AC) = ^p c. d(MN,AC) = ^p D. d(MN,AC) = ^p 


ìs.Bài làm: 77. Gọi p là trung điểm của SA. 

Ta có MP là đường trung bình của 
AEAD =>MP//AD <»MP //BC . 

Do đó MP //= NC nên MPCN là hình bình hành => MN // CP. 

Mặt khác ABCD là hình chóp đều nên dễ dàng chứng minh 
được BD _l(SAC) => BDA CP. 

ÍMN//CP 

Vậy ị 1“ => MN1BD . 

* BD1CP 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ta có (sác) là mặt phẳng chứa AC và song song với MN nên d(MN,AC) = d(N,(SAC)) 
= ld(B,(SAC)) = ỉ^. 

Vậy d(MN, AC) = -Ỵ- • 


Câu 78. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật với AB =a,AD =2a , cạnh 
SA-L(ABCD), cạnh SB tạo vói mặt phẳng đáy một góc 60°. Trên SA lây điểm M sao cho 

AM = . Tính khoảng cách từ s đến (BCM). 


A. d(S,(BCM)) = 2a B. d(S,(BCM)) = a C. d(S,(BCM)) = ỉ a D. d(S,(BCM)) = ì a 


ìs.Bàilàm:78. Kẻ SH_LBM.Tacó 

ÍBC1AB , X __ . , 

^BC±(SAC)=>BC±SHLạicó 
[BC1SA v ’ 

_ =*SH± MBC). 

ỊsHTBC v ’ 

Vậy d(S,(MBC))=SH . 

Ta có SA ± (ABCD) => (SB^ABCD)) 

= SBA = 60° => SA = ABtanóO 0 = aS 


MB = ^AB 2 + AM 2 = Ja 2 + 


r 

ịaS) 

r 

3 

V. J 


2a 

s 



2aS aS 

nỉtL V MH MS_ U1VJ MSMA 3 • 3 aS 

Dê thấy AMHS -AMAB nên -2-rr = => HM = ; ' ' = — 3 ——— = —. 

J A \ A A /UD A /m 9 n 


MA MB 


MB 


2a 

s 


BH = BM + MH = -ậL + -^ = aN/3=>SH = ^SB 2 -BH 2 = ^4a 2 -3a 2 =a 

s s 

Vậy d(S,(BCM)) = a. 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Câu 79. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a . Gọi M,N lần lượt là trung 
điểm các cạnh AB và AD; H là giao điểm của CN và DM. Biết SH -L(ABCD) và SH = aV3 . Tính 
khoảng cách giữa hai đường thẳng DM và sc . 

A. d(DM,SC) = ^ỉ B. d(DM,SC) = 2a ^ c. d(DM,SC) = ^|^ D. d(DM,SC) = 2a ^p 


, ÍDMTCN , 

■s^Bài làm: 79. Ta có ị __ „„ => DM _L (SCNÌ 
ỊdM_LSH v ’ 

=> DM _L sc. Gọi I là hình chiếu của H trên sc thì HI là đoạn 
vuông góc chung của sc và DM nên d(DM,SC) = HI. 


Tứ giác AMHN nội tiếp nên DH.DM = DN.DA =>DH= D ^; PA 
& r DM 


_ a 2 _ a 2 _ a 

= 2^AM 2 +AD 2 = - Ịã r ~ - \Ỉ5 ’ 

2ịj—— + a 

V 4 

Ta có HC 2 =DC 2 -DH 2 =a 2 -^ = ^^HC = ^| 

5 5 s 


s 



Tam giác SCH vuông tại H và có đường cao HI 


nên 


HI 2 



1 

HC 2 


1 

(aựs) 2 


1 


In Í5) 


J_ 5 = J9 HT = ^& 

3a 2 4a 2 12a 2 VĨ9 ' 


Vậy d(DM,SC) = ■ 


Câu 80. Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có AB = a, AC = 2a, AA' = 2a VẼ) và BAC = 120°. Gọi M là 
trung điểm của cạnh CC’. Tính khoảng cách từ A đến (A'BM). 


A. d(A,(A'BM)) = ^Ễ 
C. d(A,(A'BM)) = ^Ế 

ì&Bài làm: 80. Áp dụng định lí cô sin ta có 
BC 2 = AB 2 + AC 2 - 2AB.ACCOS A = a 2 + 4a 2 - 2.2a.a. 

V 

=>BC = aV7. 


B.d(A,(A'BM)) = ^ 
3 

D. d(A,(A'BM)) = ^ 


Ư 

2 , 


= 7a 2 
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[CHƯƠNG III. VECTO-QUAN HỆ VUÔNG GÓC] 


Ta có BM = 4bỡ+MỠ = 2ayỈ3 r A'B = 4^TÃÃ ;ĩ = a^2Ĩ 

A'M = a/A'C * 2 +C'M 2 = 3a, từ đó ta có MB 2 +MA' 2 =21a 2 = A'B 2 nên tam giác MA'B vuông tại M 
hay MB-LMA'.Kẻ BI-LAC tại I. 

,_, .. „ d(A,(A'BMÍỊ NA 

Gọi N = A'N nAC, ta có IAn(A'BM) = N nên V ; —= 

y ’ d(l,(A'BM)) NI 


Ta có AN = 2AC = 4a, AI = ABcosóCP = § nên IN = IA + AN = ^ + 4a = ặ, do đó 


d(A,(A'BM)) 4a 8 

d(l,(A'BM)) 9a 9 ■ 

2 


Dễ thây BI _L (ACC A') ^>BI _LA'M , vậy 

ÍA'M1BI 4t , 
ị . . , _ „ =>A'M±(IMB) 

ỊA’M±MB v ’ 

(IBM) _l(A’BM) =BM nên kẻ IK _L BM thì 
IK_l(A'BM). 

Vậy d(l,(A'BM))=IK . 

Ta có 


im = a/ic 2 +cm 2 


f 5a^ r 


1 


1 1 

- + - 


v2; 


4 . 4 


2 ^ 5 ^! _ 3 

2 


2 , 


64 


• IK = 


3aS 



N 


IK IM 2 IB 3a 45a 45a 2 

Do đó d(A,(A'BM)) = |.^ẽ = ^ 

d(A,(A'BM)) NA 

Lưu ý: Có thể sử dụng —Ị—dựng như hình vẽ cũng tính được khoảng cách từ A 
đến (A'BM). 
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[CHƯƠNG III. VEC TO - QUAN HỆ VUÔNG GÓC. ] 


TỔNG HỢP LẦN 1. CHƯƠNG III. QUAN HỆ VUÔNG GÓC 


Câu 1. 


Câu 2. 


Câu 3. 


Câu 4. 

Câu 5. 

Câu 6. 


Câu 7. 


Câu 8. 


Câu 9. 


Trong không gian, 

A. vectơ là một đoạn thẳng. 

B. vecto là một đoạn thẳng đã phân biệt điểm nào là điểm đầu, điểm nào là điểm cuối. 

c. vecto là hình gồm hai điểm, trong đó có một điểm là điểm đầu và một điểm là điểm cuối. 
D. vecto là một đoạn thẳng xác định. 


Trong không gian cho vecto AB . Khi đó, 
A. giá của vecto AB là AB . 

c. giá của vecto AB là đoạn thẳng AB. 
Trong không gian cho vecto AB . Khi đó, 
A. độ dài vecto AB là AB . 

c. độ dài vecto AB là đoạn thẳng AB. 


B. giá của vecto AB là |ab| . 

D. giá của vecto AB là đuong thẳng AB. 

B. độ dài vecto AB là I Ab| . 

D. độ dài vecto AB là đuong thẳng AB. 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, vecto bằng vecto AB là vecto nào duói đây? 
A. CD. B.¥a\ c ữc. D .BẢ. 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, vecto bằng vecto AB là vecto nào duói đây? 
A. CD. B. BVT . c. D'C' . D. Ãvỉ. 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, ba vecto không đồng phẳng là 
A. CỎ/VA' và D'C' . B. CD,lỹA' và ÃB . 

c. CDsB^A' và ÃJa . D. CD,Cư và ÃB . 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A' B'C' D' . Khi đó. 


B. D'A + D'C' = D'C. 
D. D\A + D'C' = ỮẨ. 


A. D'A + D'C' = D'D. 
c. D r Ả + ƠC = D r B. 

Cho tứ diện ABCD có I, / tuong ứng là trung điểm cảu các cạnh AB và CD. Vói điểm M bất kì, ta có: 
A. MẢ + MB + MC + MD = 4JJ . B. MA + MB + MC + MD = Mí + M/ . 

c. MẴ + MB + MC + MD = lĩ]. 


D. MÃ + MB + MC + m = 2(MI + Mj). 


Cho hai hình bình hành ABCD và MNPQ có o và O’ tương ứng là giao hai đường chéo của mỗi hình 
đó. Khi đó, 

A.ÃM + BN + CP+DQ = 4ÕO'. B. ÃM+ BN+ CP+ DQ = 2ÕO'. 

c. ÃM + BN+CP + DQ = ÕỠ. D. ÃM + BN+CP + DQ = Õ. 


Câu 10. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D'. Khi đó, 

A. ÃB + ÃC + ÃD + ÃÃ' + ÃB' + ÃC' + ÃD' = AÃC'. 

B. ÃB + ÃC + ÃD + ZỸ + ÃF + ÃC + Ãữ = 3ÃC\ 
c. ÃB + ÃC + ÃD + ÃÃ' + ÃB' + ÃC' + ÃD' = 2ÃC'. 
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[CHƯƠNG III. VEC TO - QUAN HỆ VUÔNG GÓC. ] 

D. ÃB + ÃC + ÃD + ÃÃƯÃBƯÃC + ÃD^Õ. 

Câu 11. Cho biết mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. ĂD'-ĂB = BD'. B. ÃD'-ÃB = ãy-CB . 

c. Ãữ-ÃB = BC + CD'. D. ĂD'-ĂB = BA'+ ĂJc+ CD . 

Câu 12. Trong không gian, 

A. ba vecto đồng phẳng khi và chỉ khi ba vecto phải nằm trong cùng một mặt phẳng. 

B. ba vecto đồng phang khi và chỉ khi ba vecto cùng hưóng. 

c. ba vecto đồng phẳng khi và chỉ khi giá của ba vecto đó song song vói nhau. 

D. ba vecto đồng phẳng khi và chỉ khi giá của ba vecto đó cùng song song vói một mặt phẳng. 

Câu 13. Cho hình hộp ABCD.A ’ B' c' D ', khi đó ÃB\ BC vầ BD là 

A. ba vecto đồng phang. B. ba vecto không đồng phang, 

c. ba vecto cùng phuong. D. ba vecto cùng huóng. 

Câu 14. Cho hình lập phuong ABCD.A'B'C'D' có AC, BD là hai đuờng chéo của hình vuông ABCD và 
A'C', B'D' là hai đuong chéo của hình vuông A'B'C'D' .Gọ i ACr^BD = ũ và Ấ'fí'nB'D’ = O’. Các 

điểm M, N tuong ứng trên cạnh BB' và C'D' sao cho BM = C'N. Khi đó AB\ C'0 và MN là 
A. ba vecto đồng phẳng. B. Ba vecto không đồng phẳng. 

C. ba vecto cùng phuong. D. ba vecto cùng huóng. 

Câu 15. Cho hình lập phuong ABCD.A'B'C'D' có AC, BD là hai đuong chéo của hình vuông ABCD và 
A'C', B'D' là hai đuong chéo của hình vuông A'B'C'D' .Gọ i ACr^BD = ũ và A' B'oB' D' = 0'. Các 

điểm M, N tuong ứng trên cạnh BB' và C'D' sao cho = C N Khi đỏ AB', co và MN là 
ô ô BB' C'D' 

A. ba vecto đồng phẳng. B. Ba vecto không đồng phẳng. 

c. ba vecto cùng phuong. D. ba vecto cùng huóng. 

Câu 16. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, gọi M, N tuong ứng là trung điểm của các cạnh BC 
và sc. Gọi I là giao điểm của AM vói BD. Gọi G là trọng tâm của tam giác SAB. Khi đó AD, GI và MN 
là 

A. ba vecto đồng phang. B. ba vecto không đồng phang. 

C. ba vecto cùng phuong. D. ba vecto cùng huóng. 

Câu 17. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Gọi M, N tuong ứng là trung điểm các cạnh DA và DC. Khi đó 
ÃC', BB } và MN là 

A. ba vecto đồng phang. B. ba vecto không đồng phang, 

c. ba vecto cùng phuong. D. ba vecto không cùng phuong. 

Câu 18. Cho hình bình hành ABCD (các đỉnh lấy theo thứ tự đó). M là điểm bất kì. Khi đó, ta có thể kết luận gì 
về mối quan hệ của MA, MB, MC và MD ? 

A.MĂ + MB = MC + MD. B. MĂ-MB = MC-MĨD. 

c. MĂ + MC = MB + MD. D. MĂ-MC = MB-MD. 

Câu 19. Cho hình chóp S.ABC , gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Ta có 

A. SÃ + SB + SC = SG. B. SA + SB + SC = 2SG. 

c. SÃ + SB + SC = 3SG. D. SÃ + SB + SC = 4SG. 

Câu 20. Cho hình chóp S.ABC , gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Khi đó, SG cùng phuong vói 

A. SÃ + SB + SC . B. SÃ + SB-SC. C. SÃ-SB + SC . D. -SÃ + SB + SC . 


GIÁO VIÊN MUỐN MUA FILE WORD LIÊN HỆ 0946798489 


3 















NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


Câu 21. 

Câu 22. 

Câu 23. 

Câu 24. 

Câu 25. 

Câu 26. 

Câu 27. 

Câu 28. 

Câu 29. 

Câu 30. 

Câu 31. 

Câu 32. 

Câu 33. 

Câu 34. 


[CHƯƠNG III. VEC TO - QUAN HỆ VUÔNG GÓC. ] 


Cho hình chóp S.ABC, gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Khi đó, SG cùng hương vói 
A. SA + SB + SC. B. SA + SB-SC. C.SÃ-SB + SC. D. -SA + SB + SC . 

Cho hình chóp S.ABC, các điểm M, N tưong ứng là trung điểm các cạnh SA, BC. Gọi I là trung điểm của 

MN, p là điểm bất kì. Khi đó, PI cùng phưong vói 

A.PĂ + PB. B . PA + PB + PC. 

C.PĂ + VB + PC + PS. D.PÃ + PC. 

Cho hình chóp S.ABC r các điểm M, N tưong ứng là trung điểm các cạnh SA, BC. Gọi I là trung điểm của 
MN, p là điểm bất kì. Khi đó, PA + PB + PC + PS cùng phưong vơi 

A.PÃ + PB. B. PẢ + PC. C.PB + PC. D.PM + PN. 

Cho hình chóp S.ABC, các điểm M, N tương ứng là trung điểm các cạnh SA, BC. Gọi I là trung điểm của 
MN, p là điểm bất kì. Khi đó, PA + PB + PC + PS cùng hương vơi 

A. PĂ + PB. B. PẢ + PC. C.PB + PC. D .PM + PN. 

Cho hình hộp ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, góc giữa hai vectơ B'C' và AC là góc nào dưới đây? 

A. B'C'A' . B. C f A'B'. c. DAC . D. DCA . 

Cho hình hộp ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, góc giữa hai vectơ AC' và BB' là góc nào dươi đây? 

A. C'AC. B. CAA'. C.ACC. D. AC'A\ 


Cho hình hộp ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, góc giữa hai vectơ CB + CD và C'C + C' B' + C' D' là góc nào 
dưới đây? 

A. C'AC. B. C'AA\ C.ACC. D. AC'A\ 


Cho vectơ ã khác vectơ không và vectơ b bằng vectơ không. Khi đó, góc giữa hai vectơ ã và b là góc 
có số đo bao nhiêu? 

A. 0°. B. 90°. c. 180°. D.Tùyý. 

Trong không gian, vơi hai vectơ ã và b khác vectơ không, ta luôn có : 

A.ã.b = b.ã. B.ã.b + b.ã = 0 . c. ã.b^b.ã. D.ã.b + b.ã^o. 


Trong không gian, vơi ba vectơ a, b và c đều khác vectơ không, ta luôn có : 

A. ịã.bỴc =ã.ịb.cỴ B. ịã.bỴc + ã.ịb.c^ = 0 . 

c. ịã.bỴc ^ã.ịb.cỴ D. ịã.bỴc + ã.ịb.c^ = õ. 

Trong không gian, vơi hai vectơ a và b khác vectơ không, ta luôn có : 

A.ab-\a\\b\. B. ã.b >\ã\.\b\. c. ã.fc<|ã|.b . D.ã.b<\ã\.\b 


Trong không gian, vơi hai vectơ ã và b khác vectơ không, ta luôn có : 

A. ã.b > 0. B. ã.b > 0 . c. ã.b < 0 . D. ã.b là một số thực. 


Trong không gian, vơi hai vectơ a và b khác vectơ không, ta luôn có : 

A. a.a =-\a\ . B. a.a = ịaị . 

c. ã.ã = 0 . D. ã.ã không xác định. 

Cho tứ diện ABCD , gọi góc giữa hai đường thẳng AB và CD là a. Ta luôn có : 


A. cosa = cosị^AB,CDỴ 


B. 


AB.CD 
cos a - . . . . 

\ab\.\cd\ 
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Câu 35. 


Câu 36. 

Câu 37. 

Câu 38. 

Câu 39. 

Câu 40. 

Câu 41. 

Câu 42. 

Câu 43. 

Câu 44. 


Câu 45. 


[CHƯƠNG III. VEC TO - QUAN HỆ VUÔNG GÓC. ] 


^ _ ÃB.CD 

c. cos a = - 

\ab\.\cd\ 


D. cos a = 


ÃB.CD 


IãbI.IcdI 


Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào sai? 

A. Tích vô hưóng của hai vecto ã và ỉ? là một vecto. 

B. Tích vô hưóng của hai vecto ã và b là một góc. 
c. Tích vô hưóng của hai vecto ã và b là một số. 

D. Tích vô hưóng của hai vecto ã và b có thể là số và cũng có thể là vecto. 

Cho hình hộp ABCD.A' B'C' D', những vecto bằng nhau là 

A. ÃB, CD . B. ÃA', ữD. c. DỄ, ¥d\ D. BA', CD\ 

Cho tứ diện MNPQ, khi đó đẳng thức sai là đẳng thức nào? 

A. MV + NP = MP . B. MV + NP + Õ = MP. 

c. NP+NQ=NM . D. NP + PQ = NM + MQ . 


Cho hình chóp S.MNPQ có đáy là hình bình hành. Ta có : 

A. MQ + MN = MS. B. MQ + MN = MP. c. ÃtQ + MN = QN . 

Cho hình lập phuong ABCD.A' B'C' D' có cạnh 0 . Ta có : 

A. ÃbIÃD 7 = ấa 2 . B. ÃB\Ãữ = 2a 2 . c. ÃẼlÃD 7 = a 2 . 

Cho hình lập phuong ABCD.A'B'C'D' có cạnh a. Khi đó, 

A. ÃC.B 7 D' = 4fl 2 . B. ÃC.B'D' = la 2 . c. ÃC.iTD 7 = a 2 . 

Cho hình lập phuong ABCD.A' B'C' D' có cạnh a. Khi đó, 

A. ÃB'.BC' = 4 a 2 . B. ÃB'.BC' = la 2 . c. ÃB'.BC' = a 2 . 

Cho hình lập phuong ABCD.A' B'C' D' có cạnh a. Khi đó, 

A. Ã 7 C.BD = 6a 2 . B. ~ÃC3D = a 2 S ■ c. ÃC'.BD = a 2 S ■ 

Nếu đuờng thẳng d có vecto chỉ phuong là ũ ^ 0 thì 

A. đuờng thẳng đó chỉ có một vecto chỉ phuong duy nhất là ũ . 

B. đuong thẳng đó có đúng hai vecto chỉ phuong là ũ và -ũ . 
c. đuong thẳng đó có thêm một vecto chỉ phuong nữa là kũ , vói k ^ 0. 

D. đuong thẳng đó có vô số vecto chỉ phuong là kũ , vói k ^ 0, k G M . 

Hãy cho biết mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. Một đuờng thẳng d hoàn toàn xác định khi biết hai điểm A, B (phân biệt) thuộc ả.. 

B. Một đuong thẳng d hoàn toàn xác định khi biết một vecto chỉ phuong của d. 

c. Một đuong thẳng d hoàn toàn xác định khi biết một điểm A thuộc d và biết d song song vói một 
đuờng thẳng a. 

D. Một đuờng thẳng d hoàn toàn xác định khi biết một điểm A thuộc d và biết đuong thẳng d vuông góc 
vói một đuong thẳng a. 

Hãy cho biết mệnh đề nào sau đây là sai? 

Hai đuong thẳng vuông góc nếu 

A. góc giữa hai vecto chỉ phuong của chúng là 90°. 

B. góc giữa hai đuong thẳng đó là 90°. 

c. tích vô huóng giữa hai vecto chỉ phuong của chúng là bằng 0. 

D. góc giữa hai vecto chỉ phuong của chúng là 0°. 


D. MQ + MN = NQ. 

D. ÃB'.ÃD' = 0. 

D. ĂC.B'D' = 0. 

D. ÃB'.BC' = 0 . 

D. Ã 7 C.BD = 0 . 
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Câu 46. 


Câu 47. 


Câu 48. 


Câu 49. 


Câu 50. 


Câu 51. 


Câu 52. 


Câu 53. 


Câu 54. 


Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho các tam giác đều ABC, ABD và ABE, trong đó ABC và ABD cùng thuộc một mặt phang còn ABE 
không thuộc mặt phẳng đó. Gọi I là trung điểm của AB, ta có : 

A. CE vuông góc vói DE. B. CD vuông góc vói AB. 

C. BE vuông góc vói AE. D. AB vuông góc vói EL 

Trong không gian, 

A. nếu góc giữa hai vecto bằng 180° thì giá của hai vecto đó song song vói nhau. 

B. nếu góc giữa hai vecto bằng 180° thì giá của hai vecto đó trùng nhau, 
c. nếu góc giữa hai vecto bằng 180° thì hai vecto đó cùng phuong. 

D. nếu góc giữa hai vecto bằng 180° thì hai vecto đó cùng huóng. 


Nếu ịã.bị - ịãị.ịbị thì 

A. góc giữa hai vecto luông bằng 180°. B. góc giữa hai vecto luôn bằng 0°. 

c. hai vecto đó luôn cùng phuong. D. Hai vecto đó luôn cùng huóng. 


ịã.bị = \ã\ .\b\ khi và chỉ khi thỏa điều kiện nào duói đây? 


A. cos(<f,bỊ = l. B. cosịã,b^ = -l. c. |cos^ã,fc| = 1. D. 


ã = 0 

ã ^ õ 
b*d 

|cosỊỗ,&| = 1 
b*d 


Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, hai đuờng chéo AC, BD cắt nhau tại o và 
SA = SB = sc = SD . Khi đó. 


A. AC vuông góc vói BD. B. so vuông góc vói AC. 

c .SO vuông góc vói BD . D. so vuông góc vói ( ABCD ). 

Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, hai đuong chéo AC, BD cắt nhau tại o và 
SA = SB = sc = SD . Khi đó. 


A. OA*OB = OC = OD. B. OA = OB*OC = OD. 

c. OA = OB = OC^OD . D. OA = OB = OC = OD. 

Cho hai tam giác cân chung đáy là ABC và ABD và không cùng thuộc một mặt phẳng. Khi đó, 

A. AB vuông góc vói CD. 

B. AC vuông góc vói BD. 
c. AD vuông góc vói BC. 

D. các cặp cạnh đối của tứ diện ABCD vuông góc vói nhau. 

Cho hình chóp S.ABC có SA vuông góc vói đáy và đáy là tam giác vuông đỉnh B. Khi đó số mặt của 
hình chóp đã cho là tam giác vuông bằng bao nhiêu? 

A. 1. B.2. C.3. D.4. 

Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hìn thang vuông có đáy lón AD gấp đôi đáy 

nhỏ BC, đồng thoi đuong cao AB = BC. Khi đó số mặt bên của hình chóp đã cho là tam giác vuông là 

bao nhiêu? 

A. 1. B.2. C.3. D.4. 
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Câu 55. 


Câu 56. 


Câu 57. 


Câu 58. 


Câu 59. 


Câu 60. 


Câu 61. 


Câu 62. 


Câu 63. 


Câu 64. 


Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' . Khi đó, 

A. mặt phẳng (ACC' A') vuông góc vơi BD. 

B. mặt phẳng (ACC' A') vuông góc vơi BD '. 
c. mặtphẳng (ACC'A') vuông góc vơi B'D. 

D. mặt phẳng (ACC' A') vuông góc vơi BC '. 

Cho hình lập phương ABCD.A' B'C' D' . Khi đó, 

A. mặtphẳng (AB'D') vuông góc vơi A'C'. 

B. mặtphẳng (AB'D') vuông góc vơi A'D . 
c. mặtphẳng (AB'D') vuông góc vơi A'B. 

D. mặtphẳng (AB'D') vuông góc vơi A'C. 

Cho hình chóp SABCD có SA vuông góc vơi đáy và đáy là hình thang cân có đáy lơn AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thời cạnh bên AB = BC. Khi đó số mặt bên của hình chóp đã cho là tam giác vuông bằng 
bao nhiêu? 

A. 1. B. 2. c. 3. D. 4. 

Cho hình chóp SABCD có SA vuông góc vơi đáy và đáy là hình thang cân có đáy lơn AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thời cạnh bên AB = BC. Khi đó, trong các tam giác SAD, SAB, SBD, SCD số tam giác 
vuông bằng bao nhiêu? 

A. 1. B. 2. c. 3. D. 4. 

Cho hình chóp SABCD có SA vuông góc vơi đáy và đáy là hình thang cân có đáy lơn AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thời cạnh bên AB = BC. Khi đó, góc giữa đường thẳng sc và mặt phang đáy là góc nào 
dưới đây? 

A. SCB . B. SCD . c. SCA . D. BCA . 

Cho hình chóp SABCD có SA vuông góc vơi đáy và đáy là hình thang cân có đáy lơn AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thời cạnh bên AB = BC. Khi đó, góc giữa đường thẳng SD và mặt phang (SAB) là góc nào 
dưới đây? 

A. DSA . B. DSB . c. DBA . D. DAB . 

Cho hình chóp SABCD có SA vuông góc vơi đáy và đáy là hìn thang vuông có đáy lơn AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thời đường cao AB = BC. Khi đó góc giữa SD vơi mặt phang (SAC) là góc nào dưới đây? 

A. DCS . B. DSC . c. DAC . D. DCA . 

Cho hình chóp SABCD có SA vuông góc vơi đáy và đáy là hìn thang vuông có đáy lơn AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thời đường cao AB = BC. Khi đó góc giữa BC vơi mặt phang (SAC) là góc nào dưới đây? 

A. BSC . B. BCA. c. BẤC. D. BCS. 

Trong không gian cho điểm o không thuộc đường thẳng d. Tập hợp những đường thẳng đi qua o và 
cuông góc vơi d là 

A. mặt phang (P) xác định bởi o và d. 

B. mặt phẳng (P) đi qua o và (P) vông góc vơi d. 
c. mặt phang (P) đi qua o và (P) song song vơi d. 

D. tất cả những đường thẳng đi qua o. 

Cho hình chóp SABC có SA vuông góc vơi đáy và đáy là tam giác vuông tại B. Gọi AM là đường cao 
của tam giác SAB (M thuộc cạnh SB), khi đó AM không vuông góc vơi đoạn thẳng nào dưới đây? 

A. SB. B. sc. C.BC. D.AC. 
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Câu 65. Cho hình chóp A.BCD có AB vuông góc vói đáy và đáy là tam giác vuông tại c. Gọi BH là đuờng cao 

AH AK 

của tam giác ABC ( H thuộc cạnh AC). Gọi K thuộc cạnh AD sao cho . Khi đó KH không 

AC AD 

vuông góc vói đoạn thẳng nào duói đây? 

A. AB. B. AC. c. AD. D. BC. 

Câu 66. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho điểm M không thuộc mặt phang (P). Qua M kẻ MH vuông góc vói (P). Qua M kẻ MI, MK không 
vuông góc vói (P). Khi đó, 

A. nếu MI = MK thì HI = HK. B. nếu HI = HK thì MI = MK. 
c. nếu MI > MK thì HI > HK. D. nếu MI < MK thì HI > HK. 

Câu 67. Cho hai mặt phang (P) và (Q) cắt nhau theo giao tuyến d. Khi đó, góc giữa hai mặt phang là 

A. góc giữa hai đuong thẳng cùng vuông góc vói d. 

B. góc giữa hai đuong thẳng a và b, trong đó a song song vói (P) còn b song song vói (Q). 

c. góc giữa hai giao tuyến ( do một mặt phang (R) vuông góc vói d cắt hai mặt phang đã cho). 

D. góc giữa hai vecto ũ và V , trong đó ũ vuông góc vói (P) còn V vuông góc vói (Q). 

Câu 68. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang vuông có đáy lón AD gấp đôi 

đáy nhỏ BC, đồng thoi đuong cao AB = BC. Khi đó góc giữa hai mặt phẳng (SAB) và (SAD) là góc nào 
duói đây? 

A. BSD B. BAD . c. SAB . D. SAD . 

Câu 69. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang vuông có đáy lón AD gấp đôi 

đáy nhỏ BC, đồng thoi đuong cao AB = BC. Khi đó góc giữa hai mặt phang (SBC) và (ABCD) là góc nào 
duói đây? 

A. SCA B. SBA. c. ABC. D. BCD . 


Câu 70. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang vuông có đáy lón AD gấp đôi 
đáy nhỏ BC, đồng thoi đuờng cao AB = BC. Khi đó góc giữa hai mặt phang (SCD) và (ABCD) là góc nào 
duói đây? 

A. SCA B. SBC. c. SCD. D. SDA. 


Câu 71. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang vuông có đáy lón AD gấp đôi 
đáy nhỏ BC, đồng thoi đuong cao AB = BC. Khi đó góc giữa hai mặt phẳng không vuông góc vói nhau 
là: 

A. (SAB) và (SBC). B. (SAB) và (ABCD). 

c. (SCD) và (SÁC). D. (SCD) và (SAD). 

Câu 72. Cho hình lập phuong ABCD.A^^^'. khi đó mặt phẳng (ACC'A') không vuông góc vói mặt phẳng nào 
duoí đây? 

A. (BDD'B r ). B. (BDA'). 

c. (CB'D'). D. (DCB'A ỵ ). 

Câu 73. Trong không gian, nếu mặt phang (P) vuông góc vói mặt phang (Q) thì: 

A. mỗi đuong thẳng nằm trong mặt phang (P) đều vuông góc vói bất kì đuong thẳng nào nằm trong 
mặt phẳng (Q). 

B. mỗi đuong thẳng nằm trong mặt phẳng (Q) đều vuông góc vói bất kì đuờng thẳng nào nằm trong 
mặt phẳng (P). 

c. mỗi đuờng thẳng nằm trong mặt phang (P) mà vuông góc vói giao tuyến của (P) và (Q) đều vuông 
góc vói bất kì đuong thẳng nào nằm trong mặt phang (Q). 
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D. mỗi đường thẳng nằm trong mặt phẳng (P) mà cắt giao tuyến của (P) và (Q) đều vuông góc vói bất 
kì đưòng thẳng nào nằm trong mặt phẳng (Q). 

Câu 74. Nếu hai mặt phang vuông góc nhau thì: 

A. bất kì đường thẳng nào song song vói mặt phẳng này phải vuông góc vói mặt phẳng kia. 

B. bất kì đường thẳng nào vuông góc vói mặt phẳng này phải song song vói mặt phẳng kia. 
c. bất kì đường thẳng nào vuông góc vói mặt phẳng này phải nằm trong mặt phẳng kia. 

D. bất kì đường thẳng nào vuông góc vói mặt phẳng này và không có điểm chung vói giao tuyến của 
hai mặt phẳng, phải song song vói mặt phẳng kia. 

Câu 75. Hai mặt phang cùng vuông góc vói mặt phang thứ ba thì: 

A. song song vói nhau. 

B. trùng nhau. 

c. không song song vói nhau 

D. hoặc song song vói nhau hoặc cắt nhau theo giao tuyến vuông góc vói mặt phẳng thứ ba. 

Câu 76. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

A. Hình hộp là lăng trụ đứng. 

B. Hình hộp chữ nhật là lăng trụ đứng. 

C. Hình lập phưong là lăng trụ đứng. 

D. Hình lăng trụ có một cạnh bên vuông góc vói đáy là lăng trụ đứng. 

Câu 77. Trong không gian. 

A. Hình lăng trụ có đáy là đa giác đểu là hình lăng trụ đều. 

B. Hình lăng trụ có đáy là hình vuông là hình lăng trụ đều. 

C. Hình lăng trụ đứng có đáy là hình thoi là hình lăng trụ đều 

D. Hình lăng trụ đứng có đáy là hình vuông là hình lăng trụ đều. 

Câu 78. Cho mặt phẳng (P), biết rằng hai cạnh AB và BC của tam giác ABC đều cắt mặt phẳng (P) ( giao điểm 
không trùng vói đỉnh của tam giác). Khi đó cạnh CA sẽ 

A. không cắt mp (P). B. Có cắt mp (P). 

C. song song vói (P). D. Nằm trong (P). 

Câu 79. Cho hai đường thẳng cắt nhau a và b, biết rằng đường thẳng c cắt cả hai đường thẳng đã cho, thì ba 
đường thẳng đó sẽ 

A. đồng phẳng và đôi một cắt nhau. 

B. đồng phẳng và đồng quy. 

C. không đồng phang. 

D. có thể đồng phang hoặc không đồng phang. 

Câu 80. Trong không gian, ba đường thẳng đôi một cắt nhau thì phải 

A. đồng phang. 

B. đồng phang và đồng quy. 

C. không đồng phang. 

D. hoặc đồng phang hoặc không đồng phang thì đồng quy. 


Câu 81. Trong không gian 
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A. nếu một đường thẳng cắt hai đường thẳng cho trước thì cả ba đường thẳng đó đồng phẳng. 

B. nếu một đường thẳng cắt hai đường thẳng cắt nhau cho trước thì cả ba đường thẳng đó đồng phang. 


c. nếu một đường thẳng cắt hai đường thẳng song song cho trước thì cả ba đường thẳng đó đồng 
phẳng. 

D. nếu một đường thẳng cắt hai đường thẳng chéo nhau cho trưóc thì cả ba đường thẳng đó đồng 
phang. 

Câu 82. Trong không gian 

A. nếu một đường thẳng có điểm chung vói một cạnh của một tam giác thì đường thẳng nằm trong mặt 
phẳng chứa tam giác đó. 

B. nếu một đường thẳng có điểm chung vói hai cạnh của một tam giác thì đường thẳng nằm trong mặt 
phẳng chứa tam giác đó. 

c. nếu một đường thẳng có điểm chung voí hai đường thẳng, tưong ứng chứa hai cạnh của một tam 
giác thì đường thẳng nằm trong mặt phang chứa tam giác đó. 

D. nếu một đường thẳng có điểm chung voí ba đường thẳng, tưong ứng chứa ba cạnh của một tam giác 
thì đường thẳng nằm trong mặt phang chứa tam giác đó. 

Câu 83. Trong không gian cho hai đường thẳng chéo nhau a và b, một đường thẳng c song song vói đường 
thẳng b. Khi đó 

A. a và c chéo nhau. 

B. a và c cắt nhau, 
c. a và c song song. 

D. a và c không song song vói nhau và không trùng nhau. 

Câu 84. Cho tứ diện ABCD. Gọi M và N tưong ứng là trung điểm của AB và DC, I là trung điểm MN. Đường 
thẳng AI cắt mặt phẳng (BCD) tại G. Khi đó G là 

A. trực tâm của tam gíac BCD. 

B. trọng tâm của tam gíac BCD. 

c. tâm đường tròn ngoại tiếp tam gíac BCD. 

D. tâm đường tròn nội tiếp tam gíac BCD. 

Câu 85. Cho tứ diện ABCD, điểm M trên cạnh AC. Mặt phẳng (P) đi qua M và song song vói hai cạnh AB và CD 
sẽ cắt tứ diện theo thiết diện là 

A. tứ giác lồi (không có cặp cạnh đối nào song song vói nhau). 

B. hình thang. 

C. hình bình hành. 

D. tam giác. 

Câu 86. Cho ba đường thẳng đôi một chéo nhau. Khi đó: 

A. không có đường thẳng nào cắt cả ba đường thẳng đã cho. 

B. có duy nhất một đường thẳng cắt cả ba đường thẳng đã cho. 

c. có đúng hai đường thẳng (phân biệt) cắt cả ba đường thẳng đã cho. 

D. có vô số đường thẳng cắt cả ba đường thẳng đã cho. 

Câu 87. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho hình hộp ABCD.A'B'0'D ', khi đó: 

A. mặt phang (A'BD) song song vói mặt phang (CB'D ỵ ). 
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B. AC'r^(A' BD) = M.AC'n(CB'D') = N thì M và N tương ứng là trọng tâm của các tam giác A'BD và 
CB'D'. 

c. AM = MN = NC\ 

D. AC' vuông góc vơi (A'BD) và (CB'D'). 

Câu 88. Xét phép chiếu song song lên mặt phẳng (P), tam giác ABC có hình chiếu là tam giác A'B'C'. Qua phép 
chiếu song song đó 

A. trực tâm của tam giác ABC được biến thành trực tâm của tam giác A'B'C'. 

B. trọng tâm của tam giác ABC được biến thành trọng tâm của tam giác A'B'C'. 

c. tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác ABC được biến thành tâm đường tròn ngoại tiếp của tam 
giác A'B'C'. 

D. tâm đường tròn nội tiếp của tam giác ABC được biến thành tâm đường tròn nội tiếp của tam giác 
A'B'C'. 

Câu 89. Trong không gian cho điểm o không thuộc mặt phang (P). Tập hợp những đường thẳng đi qua o và 
song song vơi (P) là 

A. toàn bộ không gian. 

B. một mặt phang song song vơi (P). 
c. hai mặt phang song song vơi (P). 

D. một mặt phang đi qua o và song song vơi (P). 

Câu 90. Trong không gian cho ba điểm A, B, c không thẳng hàng. Tập hợp các đều ba điểm đó là 

A. tập rỗng. 

B. tập hợp gồm một điểm o, là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 
c. mặt phẳng. 

D. đường thẳng d đi qua o, là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và d vuông góc vơi mặt phang 

(ABC). 

Câu 91. Cho điểm o không thuộc mặt phẳng (P). Gọi H là hình chiếu vuông góc của o trên (P). Tập hợp những 
điểm M nằm trong mặt phang (P) và cách o một khoảng R > OH là 

A. tập rỗng. 

B. tập hợp gồm một điểm. 

C. một đường thẳng 

D. một đường tròn có tâm H và bán kính bằng *Jr 2 -OH 2 . 

Câu 92. Tam giác đều ABC cạnh a có cạnh BC song song vơi mặt phẳng (P). Mặt phẳng chứa tam giác tạo vơi 
mặt phang (P) góc 30°. Tam giác ABC có hình chiếu vuông góc lên (P) là tam giác A'B'C' (phương chiếu 
không song song vơi cạnh nào của tam giác ABC). Khi đó, diện tích của tam giác A'B'C' bằng bao 
nhiêu? 

A ỂỄ.. B —• c —• D AẾ. 

■ 4 ; 8 2 ' 8 


Câu 93. Tam giác đều ABC cạnh a có cạnh BC song song vơi mặt phang (P). Mặt phang chứa tam giác tạo vơi 
mặt phang (P) góc 60°. Tam giác ABC có hình chiếu vuông góc lên (P) là tam giác A'B'C' (phương chiếu 
không song song vơi cạnh nào của tam giác ABC). Khi đó, đường cao của tam giác A'B'C có độ dài là 
bao nhiêu? 

A. aS; B. ĩệ; c. íệ; D. ậ; 

2 4 4 

Câu 94. Tam giác ABC vơi cạnh BC song song vơí mặt phẳng (P) có hình chiếu vuông góc lên mặt phẳng (P) là 
tam giác A'B'C\ Biết rằng diện tích của tam giác A'B'C' bằng một nửa diện tích của tam giác ABC. Khi 
đó, mặt phẳng chứa tam giác ABC tạo vơi mặt phẳng (P) một góc có độ lơn là bao nhiêu? 
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Câu 95. 


Câu 96. 


Câu 97. 


Câu 98. 


Câu 99. 


Câu 100. 


Câu 101. 


c. 60 °; 


D. 75°; 


A. 30°; B. 45°; 

Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho tứ diện ABCD có tất cả các cạnh đều bằng nhau (và bằng a> 0). Khi đó 

A. tất cả các cạnh bên nghiêng đều trên đáy (tức là các cạnh bên cùng tạo vói đáy một góc nhu nhau). 

B. tất cả các mặt bên nghiêng đều trên đáy (tức là các mặt bên cùng tạo vói đáy một góc nhu nhau), 
c. tất cả các cạnh bên và mặt bên nghiêng đều trên đáy (tức là các cạnh bên và mặt bên cùng tạo vói 
đáy một góc nhu nhau). 

D. tất cả các mặt của tứ diện đều bằng nhau. 

Cho tứ diện ABCD có tất cả các cạnh đều bằng nhau và bằng a > 0. Khi đó, mặt bên (ABC) tạo vói mặt 
đáy (BCD) một góc (p thỏa điều kiện nào duói đây? 


A. cos ọ = 4 . 

2 


c. cos cp - — . 
4 


B. cos<p = ^. 

n 

D. coscp = ——. 

2 


Cho tứ diện ABCD có tất cả các cạnh đều bằng nhau và bằng a > 0. Khi đó, cạnh bên AB tạo vói mặt đáy 
(BCD) một góc (Ọ thỏa điều kiện nào duói đây? 


A. cos ọ = 4 . 

2 


c. cos ạ> = 


s 


R rtVtm = Ể. 

B. cos ọ — —— . 

2 

r> = 

D. cosọ = A—. 

2 


Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc vói nhau. Gọi a,p,Ỵ tuong ứng là góc tạo bởi 
mặt phẳng (OAB), (OBC), (OCA) vói (ABC). Khi đó, ba góc a,p,Ỵ thỏa điều kiện nào duói đây? 

A. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 7 = 2 . B. sin 2 a + sin 2 p + sin 2 7 = 2. 
c. tan 2 a + tan 2 p + tan 2 7 = 2. D. cot 2 a + cot 2 p + cot 2 7 = 2. 

Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc vói nhau. M là một điểm bất kì thuộc tam gíac 
ABC và không nằm trên cạnh nào của tam giác. Gọi a,p,y tuong ứng là góc tạo bởi OM vói OA, OB, 
oc. Khi đó, ba góc a,p,Ỵ thỏa điều kiện nào duói đây? 

A. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 7 = 2 . B. sin 2 a + sin 2 p + sin 2 7 = 2. 
c. tan 2 a + tan 2 p + tan 2 7 = 2. D. cot 2 a + cot 2 p + cot 2 7 = 2. 

Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B r C r Đ' . M là một điểm bất kì thuộc hình chữ nhật BB'C'C và không 
nằm trên cạnh nào của hình chữ nhật đó. Gọi a,p,Ỵ tuong ứng là góc tạo bởi AM vói AB, AD, AA'. Khi 
đó, ba góc a, p, 7 thỏa điều kiện nào duói đây? 

A. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 7 = 1. B. sin 2 a + sin 2 p + sin 2 7 = 1. 
c. tan 2 a + tan 2 p + tan 2 7 = 1. D. cot 2 a + cot 2 p + cot 2 7 = 1. 

Cho tứ diện ABCD có tất cả các cạnh đều bằng nhau và bằng a > 0. Khi đó khoảng các từ đỉnh A đến 
mặt đáy (BCD) là bao nhiêu? 


A. h = 


_ 


B. h = 


iA_ 


c. h = 


í\/í3 


D. h = 


_ 


Câu 102. Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc vói nhau. Gọi a, b, c tuong ứng là độ dài các cạnh 
OA, OB, oc. Gọi h là khoảng cách từ o đến mặt phẳng (ABC) thì h có giá trị là bao nhiêu? 


A 111 

A. h = J- + f+ - . 
la b c 


B. h = A + 7ĩ + ị ■ 
a 2 b 2 c 2 
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c. h - 


a 2 b 2 +b 2 c 2 +c 2 a 2 


„21,2 „2 

a b c 


D. h = 


abc 


'Ịa 2 b 2 ' + b 2 c 2 +c 2 a 2 


Câu 103. 


Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc với đáy và đaý là hình thang vuông có đáy lớn AD gấp đôi 
đáy nhỏ BC, đồng thời đường cao AB = BC = a. Khi đó khoảng cách từ đường thẳng BC đến mặt phang 
(SAD) là bao nhiêu? 


A. h = a; 


B. h = ^; 
2 


c. h = 


2\lĩ 


D. h = 




Câu 104. 


2 2 
Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đaý là hình thang vuông có đáy lón AD gấp đôi 
đáy nhỏ BC, đồng thời đường cao AB = BC = a. Biết SA = a\Ị 3 . Khi đó khoảng cách giữa hai đường 
thẳng chéo nhau AD và sc là bao nhiêu? 


A. h = 2fl; 


B. h = ^; 
2 


c. h = 


iS. 


D. h = 


ỉ\/3 


Câu 105. 


2 2 
Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vơi đáy và đaý là hình thang vuông có đáy lơn AD gấp đôi 
đáy nhỏ BC, đồng thơi đuờng cao AB = BC = a. Biết SA = a>Ị\ 3 . Khi đó khoảng cách từ đỉnh B đến đuờng 
thẳng sc là bao nhiêu? 


A. h = 2 a; 


B. h = a\ỊĨÕ; 


c. h = ữ%/5; 


D. h = 


WĨÕ. 


Câu 106. 


Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'D' có cạnh là a > 0. Khi đó, khỏang cách giữa hai mặt phẳng (AB'D') 
và (CBD) là bao nhiêu? 


A. h = 

c. h = 


s 


3 

a^2 


B. h = 

D.h = 


s 


2 

ciaỊE 


3 3 

Câu 107. Cho hình lập phuơng ABCD.A'B'C'D' có cạnh là a > 0. Khi đó, khỏang cách giữa hai đuờng thẳng chéo 


nhau AB' và BC ' là bao nhiêu? 
a\l 3 


A. h = - 


c. h ■ 


3 

ayỊĨ 


B. h = 

D.h = 


a\fE 


3 3 

Câu 108. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho hình chóp S.AiAi...An (n>3). Xét các mệnh đề sau: 

(1) Hình chóp có các cạnh bên nghiêng đều trên đáy. 

(2) Hình chóp có các mặt bên nghiêng đều trên đáy. 

(3) Hình chóp có các cạnh bên bằng nhau. 

(4) Đáy AiAi...An là đa giác nội tiếp đuợc và chân đuờng cao của hình chóp là tâm đuờng tròn ngoại tiếp 
của đáy. 

Các mệnh đề tuơng đuơng là: 

A. (1)»(2). B. (1)»(3). 

c. (1)»(4). D. (3)»(4). 

Câu 109. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho hình chóp S.AiAi...An (n>3). Xét các mệnh đề sau: 
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(1) Hình chóp có các cạnh bên nghiêng đều trên đáy. 

(2) Hình chóp có các mặt bên nghiêng đều trên đáy. 

(3) Đáy AiAi...An là đa giác nội tiếp đuợc và chân đuờng cao của hình chóp là tâm đuờng tròn ngoại tiếp 
của đáy. 

(4) Hình chóp có độ dài đuờng cao của các tam giác mặt bên (đỉnh S) bằng nhau. 

Các mệnh đề tuong đuong là: 

A. (1)»(2). B. (1)»(3). 

c. (1)0(4). D. (3)^(4). 

Câu 110. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Khoảng cách giữa hai đuong thẳng chéo nhau avầb bằng 

A. khoảng cách từ một điểm M đến mặt phẳng (P), trong đó điểm M thuộc đuong thẳng a còn mặt 
phang (P) chứa đuong thẳng b và song song vói a. 

B. khoảng cách từ một điểm N đến mặt phang (P), trong đó mặt phang (P) chứa đuờng thẳng b và song 

song vói a còn điểm N thuộc mặt phang (Q) chứa đuờng thẳng a và song song vói đuờng thẳng b. 
c. độ dài đoạn 01, trong đó đuong thẳng 01 vuông góc vói hai đuong thẳng a và b, còn o, I tuong ứng 
thuộc hai đuong thẳng chéo nhau đó. 

D. độ dài đoạn 01, trong đó o là giao của đuờng thẳng a vói mặt phẳng (P) chứa b và vuông góc vói 
đuong thẳng a và điểm I thuộc đuong thẳng b. 

Câu 111. Cho hình chóp S.ABC. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Gọi M, N, p theo thứ tự là trung điểm các cạnh 
BC, CA, AB. Khi đó vecto SA + SB + SC cùng phuong vói vecto nào duói đây? 

A. SM + SN + SG. B.SM + SN + SP. 

c .SG + SN + SP. D. SM + SG + SP. 


Câu 112. Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Gọi M, N theo thứ tự thuộc các cạnh D'D và CB sao cho D'M = CN. Khi 
đóbavecto A'D,MN,D'C 

A.đồng phang. B. Không đồng phang, 

c. bằng nhau. D. Có tổng bằng vec to không. 

Câu 113. Cho lăng trụ ABC.ATTC, gọi I là trung điểm của BC'. Khi đó AI cắt mặt phẳng A'B'C' tại /, trong đó 

A. / là giao điểm của AI và A'C'. 

B. / là giao điểm của AI và B'C'. 

c. / là giao điểm của AI và AT, trong đó T là trung điểm của B'C\ 

D. / là giao điểm của AI và A'M, trong đó M thuộc B'C' và không là trung điểm của B'C\ 

Câu 114. Cho hai đuờng thẳng chéo nhau và vuông góc vói nhau d và d\ Trên d lấy điểm A sao cho mặt phang 
xác định bởi điểm A và d' không vuông góc vói d. Trên d' lấy hai điểm B và c phân biệt. Gọi H là trực 
tâm của tam giác ABC, gọi a là đuong thẳng đi qua H và vuông góc voí mặt phẳng chứa tam giác ABC. 
Khi đó 

A. đuong thẳng a song song vói đuờng thẳng d. 

B. đuong thẳng a cắt vói đuong thẳng d. 

c. đuờng thẳng a và đuờng thẳng d chéo nhau. 

D. đuong thẳng a và đuờng thẳng d trùng nhau. 

Câu 115. Cho hai đuong thẳng chéo nhau và vuông góc vói nhau d và d\ Trên d lấy điểm A sao cho mặt phang 
xác định bởi điểm A và d' không vuông góc vói d. Trên d' lấy hai điểm B và c phân biệt. Gọi H là trực 
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tâm của tam giác ABC, gọi a là đường thẳng đi qua H và vuông góc vơí mặt phẳng chứa tam giác ABC. 
Khi đó, đường thẳng a đi qua một điểm cố định là 

A. giao điểm của a và d. 

B. trực tâm của tam giác OBC, vói o là giao điểm của d vói mặt phang (R) chứa d' và vuông góc vói d. 
c. trọng tâm của tam giác OBC, vói o là giao điểm của d vói mặt phẳng (R) chứa d' và vuông góc vói d. 
D. tâm đường tròn ngoại tiếp của tam giác OBC, vói o là giao điểm của d vói mặt phang (R) chứa d' và 
vuông góc vói d. 

Câu 116. Cho tứ diện OABC có OA vuông góc vói mặt phang (OBC). Gọi H là trực tâm của tam giác ABC, gọi d là 
đường thẳng đi qua H và vuông góc vói mặt phẳng (ABC). Gọi D là giao điểm của d vói tia đối của OA. 
Khi đó, ABCD là tứ diện 

A. không có cặp cạnh đối diện nào vuông góc vói nhau. 

B. có đúng một cặp cạnh đối diện vuông góc vói nhau, 
c. có đúng hai cặp cạnh đối diện vuông góc vói nhau. 

D. có ba cặp cạnh đối diện vuông góc vói nhau. 

Câu 117. Cho hình lập phưong ABCD.ATTCT)'. Gọi M, N tưong ứng là trung điểm của các cạnh BB' và C'D'. Khi 
đó MN song song vói mặt phang nào dưới đây? 

A. (A’D’DA); B. (Ă’BD); c. (ABCD’); D. (CBD); 

Câu 118. Cho hình lập phưong ABCD.A'B'C'0'. Gọi M, N, p tưong ứng là trung điểm của các cạnh BB', C'D' và 
DA. Khi đó mặt phang (MPN) song song vói mặt phang nào dưói đây? 

A. (A'D'DA); B. (A’BD); C.(ABCD’); D. (CBD); 


Câu 119. Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc vói nhau. Điểm M di động trong miền tam giác 
ABC (kể cả biên là các cạnh AB, BC, CA). Gọi a,p,Ỵ tưong ứng là góc tao bởi OM vói OA, OB, oc. Khi 
đó, ba góc a,p,y thỏa điều kiện nào dưói đây? 

A. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 ỵ = l. B. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 7 = 2. 

C. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 Ỵ = 3 . D. cos 2 a + cos 2 p + cos 2 7 = 4. 

Câu 120. Cho tứ diện OABC có OA, OB, oc đôi một vuông góc vói nhau. Điểm M bất kì thuộc tam giác ABC (kể 

cả biên là các cạnh AB, BC, CA). Gọi X, y, z tưong ứng là khoảng cách từ M đến các mặt phang (OBC), 

(OCA), (OAB). Gọi a = OA, b = OB, c = OC. Khi đó 

A. —+ ^ + - = 1. B. x+y+z= 1. 

a b c 

c. ax + by + cz- abc . D. X 1 + y 2 + z 2 = abc. 

Câu 121. Cho hình lập phưong ABCD.A' B'C' D' cạnh a > 0, gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, 
BC và DD’. Khi đó khoảng cách từ p đến MN là bao nhiêu? 

A D „>/22 „ ^ „73 

A. a— 1 —. B. a^— . c. a- 1 — . D. a- 1 — . 

8 4 2 3 

Câu 122. Cho hình lập phưong ABCD.A' B'C' D' cạnh a > 0, gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, 
BC và DD’. Khi đó mặt phang (MNP) cắt lập phưong theo một thiết diện có diện tích là bao nhiêu? 

a.7=#. CịỂ. €.«’#. D.S-lM. 

96 4 V 32 8 8 V 2 

Câu 123. Cho hình lập phưong ABCD.A' B'C' D' cạnh 0 > 0, gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, 
BC và DD'. Khi đó mặt phang (MNP) tạo vói đáy (ABCD) của hình lập phưong một góc (p thỏa điều 
kiện nào dưới đây? 


GIÁO VIÊN MUỐN MUA FILE WORD LIÊN HỆ 0946798489 


15 











NGUYỄN BẢO VƯƠNG 


[CHƯƠNG III. VEC TO - QUAN HỆ VUÔNG GÓC. ] 


A. 


cos (Ọ - — 



B. cos<p = 3 


n/tt 

11 


c. cos <p = —^=. 
2^/Ĩ7 


D. cos cp = —p= . 

Vl7 


Câu 124. Cho hình chóp S.ABCD, có đáy là tứ giác lồi, giao điểm của các cặp cạnh đối là ADr^BC = E và 
ABr^CD = F . Biết SE vuông góc SF. Mặt phẳng (P) song song vói SE và SP đồng thoi cắt các cạnh SA, 
SB, sc, SD tưong ứng tại A\ B\ c\ D'. Khi đó, 

A. A'B'C'D ' là một hình thang. B. A'B'C'D' là một hình bình hành, 

c. A'B'C'D' là một hình thoi. D. A'B'C'D' là một hình chữ nhật. 

Câu 125. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang cân có đáy lón AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thòi cạnh bên AB bằng đáy nhỏ. Biết BC = a, SA = 2a . Khi đó khoảng cách từ điểm A đến 
mặt phẳng (SCD) là bao nhiêu? 

A. h = a. B.h = 2aS- c. h = ^Ệ^. D . h = ^ặ-. 

7 3 


Câu 126. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang cân có đáy lón AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thoi cạnh bên AB bằng đáy nhỏ. Một mặt phang (P) đi qua A và vuông góc vói SD cắt 
SB, sc , SD tuongứngtại B\ c\ D '. Khi đó ta có thể kết luận gì về tứ giác AB'C'D '? 

A. AB'C' D' là một tứ giác nội tiếp đuợc (không có cặp cạnh đối nào song song). 

B. AB'C' D' là một hình chữ nhật, 
c. AB'C' D' là một hình thang. 

D. AB'C' D' là một hình bình hành. 

Câu 127. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là hình thang cân có đáy lón AD gấp đôi đáy 
nhỏ BC, đồng thòi cạnh bên AB bằng đáy nhỏ. Biết BC = a, SA - 2 a . Khi đó hai mặt phẳng (SAC) và 
mặt phang (SCD) tạo vói nhau một góc có số đo là bao nhiêu? 

A. 90°. B. 60°. c. 45°. D. 30°. 

Câu 128. Cho hình lập phuong ABCD.A' B' C' D' có cạnh a. Một mặt phang (P) đi qua trung điểm M của cạnh 
BB' đồng thoi vuông góc vói đuờng thẳng A' c , sẽ cắt hình lập phuong theo một thiết diện là hình gì? 

A. Tam giác đều. B. Tứ giác đều. c. Ngũ giác đều. D. Lục giác đều. 

Câu 129. Cho hai đuờng thẳng cố định d và d' cùng vuông góc vói mặt phang (P) cố định. Hai mặt phang di 

động (Q) và ( R ), vuông góc vói nhau. Biết (Q) và ( R ) tuong ứng chứa d và d '. Gọi a là giao tuyến của 
(Q) và ( R ). Gọi M là giao điểm của a và (P). Khi đó ta có thể kết luận gì về điểm M? 

A. M chạy trên một đuờng thẳng. 

B. M chạy trên một mặt cong. 

C. M chạy trên một cung tròn. 

D. M chạy trên một đuờng tròn đuong kính AB, trong đó A, B tuong ứng là giao điểm của các đuong 
thẳng dvằ d' vói (P). 

Câu 130. Cho biết khẳng định nào sau đây là sai? 

Cho hình chóp S.ABCD có SA = SB = SC = SD có đáy ABCD là hình bình hành, hai đuong chéo AC, BD 
cắt nhau tại o. Khi đó, 

A. SO vuông góc vói AB. B. so vuông góc vói AC. 

C. SO vuông góc vói BD. D. so vuông góc vói SA. 

Câu 131. Cho hình chóp S.ABCD có SA vuông góc vói đáy và đáy là tứ giác có hai đuong chéo AC , BD vuông góc 
vói nhau. Gọi M, N tuong ứng là trung điểm của SB, SD. Khi đó MN không vuông góc vói đoạn thẳng 
nào duói đây? 

A. SA. B. AC. c. sc. D. BC. 
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ĐÁP ÁN 


1B 

2D 

3B 

4C 

5D 

6C 

7C 

8D 

9A 

10A 

11D 

12D 

13A 

14A 

15A 

16A 

17A 

18C 

19C 

20A 

21A 

22C 

23D 

24D 

25C 

26B 

27D 

28D 

29A 

30C 

31D 

32D 

33B 

34D 

35C 

36D 

37C 

38B 

39C 

40C 

41C 

42D 

43D 

44B 

45D 

46C 

47C 

48C 

49D 

50 A 

51D 

52 A 

53D 

54D 

55A 

56D 

57C 

58D 

59C 

60B 

61B 

62B 

63B 

64D 

65 c 

66D 

67C 

68B 

69B 

70 A 

71D 

72D 

73C 

74D 

75D 

76 A 

77D 

78 A 

79D 

80D 

81C 

82D 

83D 

84B 

85C 

86D 

87D 

88B 

89D 

90D 

91D 

92B 

93C 

94C 

95C 

96B 

97C 

98B 

99B 

100A 

101C 

102D 

103A 

104D 

105D 

106A 

107A 

108A 

109A 

110D 

111B 

112A 

113C 

114B 

115B 

116D 

117D 

118C 

119A 

120A 

121 

122 

123 

124 

125 

126 

127 

128 

129 

130 

131 











TỔNG HỢP LẦN 2. CHƯƠNG III: VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 

BÀI 1: VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 

Câu 1. Cho hình lăng trụ ABC.A’B’C’, M là trung điểm của BB\ Đặt CA = a,CB = b , AA' = c . Khẳng định nào sau đây 
đúng? 

A. AM = ĩ) + c-^-a B . AM = a-c + ^-b c. AM = a + c-^-ĩ) D . AM = b-a + -^-c 

2 2 2 2 

Câu 2. Trong không gian cho điểm o và bốn điểm A, B, c, D không thẳng hàng. Điều kiện cần và đủ để A, B, c, D tạo 
thành hình bình hành là: 

A. ÕA + ÕB + ÕC + ÕD = ÕB. QA + ÕC = ÕB + ÕD 

c. ÕÃ + ịõB = ÕC + ị(DD D .ÕÃ + ịõc = ÕB + ịõD 

2 2 2 2 

Câu 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Đặt SA = a ; SB = b ; sc = c ; SD = d . Khẳng định 
nào sau đây đúng? 

A. a + c-d + b B. u + b — c-\-d c. u + d — b + c D. u-\-c-\-d + b — 0 

Câu 4. Cho tứ diện ABCD. Gọi M và p lần luợt là trung điểm của AB và CD. Đặt AB = b , AC = c , AD = d .Khẳng định 
nào sau đây đúng? 

A .MpA(c + d-b) b )MpA(d+b-c) c. Ã4P = ị(c + ĩ>-d) D. MP = ị(c + d+b) 

Câu 5. Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có tâm o. Gọi I là tâm hình bình hành ABCD. Đặt AC' = u , CA' - V , BD' = X , 
DB' = y . đúng? 
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1 - - - - — 1 - - - - 

A. 201 = ị(u + v + x + y) b)207 = -ị(u + v + x + y) 

c. 201 = -^(u + v + x + y) D. 201 = --^-(u + u + x + y) 

Câu 6. * Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D\ Gọi I và K lần lượt là tâm của hình bình hành ABB’A’ và BCC’B\ Khẳng định 

nào sau đây sai ? 


A. K = ịÃC = ịÃ ĩ C 
2 2 


c. BD + 2ĨK = 2BC 


B. Bốn điểm I, K, c, A đồng phẳng 

D.Ba vectơ BD; IK; B ' c' không đồng phang. 


Câu 7. * Cho tứ diện ABCD. Người ta định nghĩa “ G là trọng tâm tứ diện ABCD khi GA + GB + GC + GD = õ Khẳng 

định nào sau đây sai ? 

A. G là trung điểm của đoạn IJ (I, J lần lượt là trung điểm AB và CD) 

B. G là trung điểm của đoạn thẳng nối trung điểm của AC và BD 
c. G là trung điểm của đoạn thẳng nối trung điểm của AD và BC 
D. Chưa thể xác định được. 

Câu 8. Cho tứ diện ABCD có G là trọng tâm tam giác BCD. Đặt X = AB ; y = AC ; z = AD . Khẳng định nào sau đây 
đúng? 

— 1 - - - _ — 1 - - - — 2 - - - _ —; 2 r A 

A. AG = — (x + y+ z) B. AG — — — (x + y + z) c. AG = — (x + y + z) D. ẨG = (i +y + z) 

Câu 9. Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có tâm o. Đặt AB = a ; BC = ỉ . M là điểm xác định bởi OM = .Khẳng 

định nào sau đây đúng? 

A. M là tâm hình bình hành ABB’A’ B. M là tâm hình bình hành BCC’B’ 

c. M là trung điểm BB’ D. M là trung điểm CC’ 

BÀI 2: HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC. 


Câu 10. Trong không gian cho ba đường thẳng phân biệt a, b, c. Khẳng định nào sau đây saỉl 

A. Nếu a và b cùng vuông góc với c thì a//b 

B. Nếu a//b và c _L a thì c _L b. 

c. Neu góc giữa a và c bằng góc giữa b và c thì a//b 

D. Neu a và b cùng nằm trong mp (a ) // c thì góc giữa a và c bằng góc giữa b và c 

aS 

Câu 11. Cho tứ diện ABCD có AB = CD = a, IJ = —(I, J lần lượt là trung điểm của BC và AD). số đo góc giữa hai 
đường thẳng AB và CD là : 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 

Câu 12. Cho tứ diện ABCD có AB = a, BD = 3a. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AD và BC. Biết AC vuông góc với 
BD. Tính MN 

. a^ỊĨÕ _ .... asj 6 .... 3a4ĩ .... 2aS 

A. MN = B. MN = -4— c. MN = —- D. MN = " 

2 3 2 3 

Câu 13. Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D\ Giả sử tam giác AB’C và A’DC’ đều có 3 góc nhọn. Góc giữa hai đường thẳng 
AC và A’D là góc nào sau đây? 

A. z BDB’ B. ZAB’C c. z DB’B D. z DA’C’ 

Câu 14. Cho tứ diện ABCD. Chứng minh rằng nếu ÃBÃG = ÃC.ÃD =ÃDÃB thì AB1CD , AC _LBD, AD1BC. Điều 
ngược lại đúng không? 
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Sau đây là lời giải: 

Bước 1: ĂB.ĂC = .ĂC.ĂD <=> ÃC.(ÃB - ÃD) = 0 

o ÃC.DB = 0 oAC _LBD 

Bước 2: Chứng minh tương tự, từ AC.AD - AD.AB ta được AD_LBC và AB.AC - AD.AB ta được AB_LCD. 

Bước 3: Ngược lại đúng, vì quá trình chứng minh ở bước 1 và 2 là quá trình biến đổi tương đương. 

Bài giải trên đúng hay sai? Nếu sai thì sai ở đâu? 

A. Đúng B. Sai từ bước 1 c. Sai từ bước 1 D. Sai ở bước 3 

Câu 15. Cho tứ diện đều ABCD (Tứ diện có tất cả các cạnh bằng nhau), số đo góc giữa hai đường thẳng AB và CD bằng: 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 

Câu 16. Cho hình hộp ABCD.A^UD’ có tất cả các cạnh đều bằng nhau. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào có thể sail 
A. A’C’_LBD B. BB’_LBD c. A’B_LDC’ D. BC’_LA’D 

Câu 17. Cho tứ diện đều ABCD, M là trung điểm của cạnh BC. Khi đó cos(AB,DM) bằng: 

*.# b)ậ c.ệ D.ì 

6 2 2 2 

Câu 18. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh bằng a và các cạnh bên đều bằng a. Gọi M và N lần lượt 
là trung điểm của AD và SD. số đo của góc (MN, SC) bằng: 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 

Câu 19. Cho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Gọi I và J lần lượt là trung điểm của sc và BC. số đo của 
góc (IJ, CD) bằng: 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 

Câu 20. Cho tứ diện ABCD có AB = CD. Gọi I, J, E, F lần lượt là trung điểm của AC, BC, BD, AD. Góc (giữa (IE, JF) 
bằng: 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 

BÀI 3: ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG 

Câu 21. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Nếu đường thẳng d _L(a) thì d vuông góc với hai đường thẳng trong (a) 

B. Nếu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng nằm trong (a) thì d _L(a) 

c. Neu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau nằm trong (a) thì d vuông góc với bất kì đường thẳng nào 
nằm trong (a). 

D. Nếu d _L(a) và đường thẳng a // (a) thì d _L a 

Câu 22. Trong không gian cho đường thẳng À và điểm o. Qua o có mấy đường thẳng vuông góc với À cho trước? 

A. 1 B. 2 c. 3 D. Vô số 

Câu 23. Qua điểm o cho trước, có bao nhiêu mặt phẳng vuông góc với đường thẳng À cho trước? 

A. 1 B. 2 c. 3 D. Vô số 

Câu 24. Mệnh đề nào sau đây có thể sai ? 

A. Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một mặt phang thì song song. 

B. Hai mặt phẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thì song song. 

c. Hai đường thẳng phân biệt cùng vuông góc với một đường thẳng thứ ba thì song song. 

D. Một đường thẳng và một mặt phang (không chứa đường thẳng đã cho) cùng vuông góc với một đường thẳng thì song 
song nhau. 

Câu 25. Cho hình chóp S.ABCD có SA ± (ABC) và ÀABC vuông ở B. AH là đường cao của ÀSAB. Khẳng định nào sau 
đây sai ? _ 
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A. SA L BC B. AH L BC c. AHIAC D. AHI sc 

Câu 26. Trong không gian tập họp các điểm M cách đều hai điểm cố định A và B là: 

A. Mặt phang trung trực của đoạn thẳng AB. B. Đuờng trung trực của đoạn thẳng AB. 

c. Mặt phẳng vuông góc với AB tại A D. Đuờng thẳng qua A và vuông góc với AB 

Câu 27. Cho tứ diện ABCD có AB = AC và DB = DC. Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. AB _L (ABC) B. AC _L BD c. CD _L (ABD) D. BC _L AD 

Câu 28. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm o. Biết SA = sc và SB = SD. Khẳng định nào sau đây sai 
? 

A. SO _L (ABCD) B. CD _L (SBD) c. AB _L (SAC) D. CD_L AC 

Câu 29. * Cho hình chóp S.ABC có SA= SB = sc và tam giác ABC vuông tại B. Vẽ SH _L (ABC), He(ABC). Khẳng định 

nào sau đây đúng? 

A. H trùng với trọng tâm tam giác ABC B. H trùng với trực tâm tam giác ABC. 

c. H trùng với trung điểm của AC D. H trùng với trung điểm của BC 

Câu 30. Cho hình chóp S.ABC có cạnh SA_L (ABC) và đáy ABC là tam giác cân ở c. Gọi H và K lần luợt là trung điểm 
của AB và SB. Khẳng định nào sau đây có thể sai ? 

A. CH _L SA B. CH _L SB c. CH _L AK D. AK _L SB 

Câu 31. Cho hình chóp S.ABC có SA= SB = sc. Gọi o là hình chiếu của s lên mặt đáy ABC. Khẳng định nào sau đây 
đúng? 

A. o là trọng tâm tam giác ABC B. o là tâm đuờng tròn ngoại tiếp tam giác ABC c. o là 

trực tâm tam giác ABC D. o là tâm đuờng tròn nội tiếp tam giác ABC 

Câu 32. Cho hình chóp S.ABCD có SAI (ABC) và đáy ABCD là hình chữ nhật. Gọi o là tâm của ABC và I là trung điểm 
của sc. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. BC _L SB B. (SAC) là mặt phẳng trung trực của đoạn BD 

c. 10 _L (ABCD) D. Tam giác SCD vuông ở D. 

Câu 33. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông và SAI (ABCD). Gọi I, J, K lần luợt là trung điểm của AB, 

BC và SB. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. (IJK) // (SAC) B. BD 1 (IJK) 

c. Góc giữa sc và BD có số đo 60° D. BD _L (SAC) 

Câu 34. Cho hình tứ diện ABCD có AB, BC, CD đôi một vuông góc nhau. Hãy chỉ ra điểm o cách đều bốn điểm A, B, c, 
D. 

A. o là tâm đuờng tròn ngoại tiếp tam giác ABC B. o là trọng tâm tam giác ACD 

c. o là trung điểm cạnh BD D. o là trung điểm cạnh AD 

Câu 35. Cho hình chóp S.ABC có SA_L (ABC) và AB _LBC. Gọi o là tâm đuờng tròn ngoại tiếp tam giác SBC. H là hình 

chiếu vuông góc của o lên (ABC). Khẳng định nào sau đây đúng ? 

A. H là trung điểm cạnh AB B. H là trung điểm cạnh AC 

c. H là trọng tâm tam giác ABC D. H là tâm đuờng tròn ngoại tiếp tam giác ABC 

Câu 36. Cho tứ diện ABCD. Vẽ AH _L (BCD). Biết H là trực tâm tam giác BCD. Khẳng định nào sau đây không sai ? 

A. AB = CD B. AC = BD c. AB_L CD D. CD1 BD 

Câu 37. Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình vuông có tâm o, SAI (ABCD). Gọi I là trung điểm của sc. Khẳng 
định nào sau đây sai ? 

A. IO_L (ABCD). B. (SAC) là mặt phẳng trung trực của đoạn BD 

c. BD_L sc D. SA= SB= sc. 

Câu 38. Cho tứ diện ABCD có cạnh AB, BC, BD bằng nhau và vuông góc với nhau từng đôi một. Khẳng định nào sau đây 
đúng ? 
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A. Góc giữa AC và (BCD) là góc ACB B. Góc giữa AD và (ABC) là góc ADB 

c. Góc giữa AC và (ABD) là góc CAB D. Góc giữa CD và (ABD) là góc CBD 


Câu 39. 

SA=^ 

2 

A. 30° 


Cho tam giác ABC vuông cân tại A và BC = a. Trên đường thẳng qua A vuông góc với (ABC) lấy điểm s sao cho 
. Tính số đo giữa đường thẳng SA và (ABC) 

B. 45° c. 60° D. 75° 


Câu 40. Cho hình vuông ABCD có tâm o và cạnh bằng 2a. Trên đường thẳng qua o vuông góc với (ABCD) lấy điểm s. 
Biết góc giữa SA và (ABCD) có số đo bằng 45°. Tính độ dài so. 

A. SO = a>/3 B. SO= a -Jĩ c. so = ^ệ- D. SO= ^ệ- 

2 2 


Câu 41. Cho hình thoi ABCD có tâm o, AC = 2a. Lấy điểm s không thuộc (ABCD) sao cho SO-L(ABCD). Biết tanSOB= 

1 , , , . 

— . Tính sô đo của góc giữa sc và (ABCD). 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 75° 


Câu 42. 


Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình vuông cạnh bằng a và SA-L (ABCD). Biết SA = 


a^Ịè 

— 


. Tính góc giữa 


sc và (ABCD) 

A. 30° B. 45° 


C. 60° 


D. 75° 


Câu 43. Cho hình chóp S.ABCD có các cạnh bên bằng nhau SA = SB = sc = SD. Gọi H là hình chiếu của s lên mặt đáy 
ABCD. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. HA = HB = HC = HD 

B. Tứ giác ABCD là hình bình hành 

c. Tứ giác ABCD nội tiếp được trong đường tròn. 

D. Các cạnh SA, SB, sc, SD hợp với đáy ABCD những góc bằng nhau. 

Câu 44. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a. Hình chiếu vuông góc của s lên (ABC) trùng với trung 
điểm H của cạnh BC. Biết tam giác SBC là tam giác đều.Tính số đo của góc giữa SA và (ABC) 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 75° 

Câu 45. Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cạnh huyền BC = a. Hình chiếu vuông góc của s lên (ABC) 
trùng với trung điểm BC. Biết SB = a. Tính số đo của góc giữa SA và (ABC) 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 75° 


BÀI 4: HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC 


Câu 46. Cho hình chóp S.ABC có SA _L (ABC) và đáy ABC vuông ở A. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. (SAB) _L (ABC) 

B. (SAB) _L (SAC) 

c. Vẽ AH _L BC , H gBC =^> góc ASH là góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) 

D. Góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (SAC) là góc ZSCB. 

Câu 47. Cho tứ diện ABCD có AC = AD và BC = BD. Gọi I là trung điểm của CD. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Góc giữa hai mặt phẳng (ACD) và (BCD) là góc ZAIB. B. (BCD) _L (AIB) 
c. Góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (ABD) là góc ZCBD D. (ACD) JL (AIB) 

Câu 48. Cho hình chóp S.ABC có SA JL (ABC) và AB JL BC. Góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) là góc nào sau đây? 
A. Góc SBA B. Góc SCA c. Góc SCB D. Góc SIA (I là trung điểm BC) 

Câu 49. * Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông và SA JL (ABCD). Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABCD) là góc ZABS. 
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B. Góc giữa hai mặt phẳng (SBD) và (ABCD) là góc ZSOA (O là tâm hình vuông ABCD) 
c. Góc giữa hai mặt phẳng (SAD) và (ABCD) là góc ZSDA. 

D. (SAC) _L(SBD) 

Câu 50. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm o. Biết so JL (ABCD), so = a^ và đường tròn ngoại 
tiếp ABCD có bán kính bằng a. Tính góc hợp bởi mỗi mặt bên với đáy? 

A. 30° B.45° c. 60° D. 75° 

Câu 51. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật tâm o và khoảng cách từ A đến BD bằng . Biết SA JL 


y/E 


(ABCD) và SA = 2a. Gọi a là góc giữa hai mặt phẳng (ABCD) và (SBD). Khẳng định nào sau đây sai ? 
A. (SAB) l(SAD) B. (SAC) l(ABCD) c. tana = SỈ5 D. a : 


D. a = z SOA. 


Câu 52. Cho hình lăng trụ ABCD.A^^D’ có đáy ABCD là hình thoi, AC = 2a. Các cạnh bên AA’, BB\.. vuông góc với 
đáy và AA’ = a. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Các mặt bên của hình lăng trụ là các hình chữ nhật. 

B. Góc giữa hai mặt phẳng (AA’C’C) và (BB’D’D) có số đo bằng 60°. 
c. Hai mặt bên (AA’C) và (BB’D) vuông góc với hai đáy. 

D. Hai hai mặt bên AA’B’B và AA’D’D bằng nhau. 

Câu 53. Cho hình lăng trụ ABCD.A’B’C’D\ Hình chiếu vuông góc của A’ lên (ABC) trùng với trực tâm H của tam giác 
ABC. Khẳng định nào sau đây không đủng ? 

A. (AA’B’B)±(BB , C’C) B. (AA , H)±(A’B , C’) 
c. BB’C’C là hình chữ nhật. D. (BB’C’C)±(AA’H) 

Câu 54. Cho hình chóp S.ABC có SA _L (ABC) và đáy ABC là tam giác cân ở A. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A lên 
(SBC). Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. H E SB B. H trùng với trọng tâm tam giác SBC 

c. H E sc D. H e SI (I là trung điểm của BC) 

Câu 55. Cho hình chóp S.ABC có hai mặt bên (SBC) và (SAC) vuông góc với đáy (ABC). Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. sc JL (ABC) B. Nếu A’ là hình chiếu vuông góc của A lên (SBC) thì A’ E SB 

c. (SAC) JL (ABC) D. BK là đường cao của tam giác ABC thì BK JL (SAC). 

Câu 56. Cho hình chóp S.ABC có hai mặt bên (SAB) và (SAC) vuông góc với đáy (ABC), tam giác ABC vuông cân ở A và 
có đường cao AH (He BC). Gọi o là hình chiếu vuông góc của A lên (SBC). Khẳng định nào sau đây sai ? 


A. sc 1 (ABC) 
C.Oe sc 


B. (SAH) 1 (SBC) 

D. Góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC) là góc SBA. 


Câu 57. * Cho tứ diện ABCD có hai mặt bên ACD và BCD là hai tam giác cân có đáy CD. Gọi H là hình chiếu vuông góc 
của B lên (ACD). Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. AB nằm trên mặt phẳng trung trực của CD 

B. He AM (M là trung điểm CD) 

c. Góc giữa hai mặt phẳng (ACD) và (BCD) là góc ADB. 

D. (ABH) 1 (ACD). 

Câu 58. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy ABC là tam giác vuông cân ở A. H là trung điểm BC. Khẳng định nào 
sau đây sai ? 

A. Các mặt bên của ABC.A’B’C’ là các hình chữ nhật bằng nhau. 

B. (AA’H) là mặt phẳng trung trực của BC 

c. Nếu o là hình chiếu vuông góc của A lên (A’BC) thì o E A’H 
D. Hai mặt phẳng (AA’B’B) và (AA’C’C) vuông góc nhau. 
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Câu 59. Hình hộp ABCD.A^CD’ trở thành hình lăng trụ tứ giác đều khi phải thêm các điều kiện nào sau đây? 

A. Tất cả các cạnh đáy bằng nhau và cạnh bên vuông góc với mặt đáy. 

B. Cạnh bên bằng cạnh đáy và cạnh bên vuông góc với mặt đáy 
c. Có một mặt bên vuông góc với mặt đáy và đáy là hình vuông. 

D. Các mặt bên là hình chữ nhật và mặt đáy là hình vuông 

Câu 60. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A’B’C’D\ Khẳng định nào sau đây không đủngl 

A. Hình hộp có 6 mặt là 6 hình chữ nhật. 

B. Hai mặt ACC’A’ và BDD’B’ vuông góc nhau 
c. Tồn tại điểm o cách đều tám đỉnh của hình hộp 

D. Hình hộp có 4 đường chéo bằng nhau và đồng qui tại trung điểm của mỗi đường. 

Câu 61. Cho hình lập phương ABCD.A^^D’ cạnh bằng a. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Hai mặt ACC’A’ và BDD’B’ vưông góc nhau 

B. Bốn đường chéo AC’, A’C, BD’, B’D bằng nhau và bằng a V 3 
c. Hai mặt ACC’A’ và BDD’BTà hai hình vuông bằng nhau 

D. AC _L BD’ 

Câu 62. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A’B’C’D’ có AB = AA’ = a, AD = 2a. Gọi a là góc giữa đường chéo A’C và đáy 
ABCD. Tính a 

A. a «s 20°45’ B. a « 24°5’ c. a*30°18’ D. a ss 25°48’ 

Câu 63. Cho hình lăng trụ tứ giác đều ABCD.A’B’C’D’ có cạnh đáy bằng a, góc giữa hai mặt phẳng (ABCD) và (ABC’) có 
số đo bằng 60°. Cạnh bên của hình lăng trụ bằng: 

A. 3a B.a S c. 2a D. a*JĨ 

Câu 64. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có AB = AA’ = a, BC = 2a, CA = a V 5 . Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Đáy ABC là tam giác vuông. 

B. Hai mặt AA’B’B và BB’C’ vuông góc nhau 

c. Góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (A”BC) có số đo bằng 45° 

D. AC’ = 2a 

Câu 65. Cho hình lăng trụ lục giác đều ABCDET.A^CDTT’ có cạnh bên bằng a và ADD’A’ là hình vuông. Cạnh đáy 
của lăng trụ bằng: 

. n a 3 a\fĩ 

A. a B. — c. —D. 

2 3 2 

Câu 66. Cho hình lăng trụ tứ giác đều ABCD.A’B’C’D’ có ACC’A’ là hình vuông, cạnh bằng a. Cạnh đáy của hình lăng 
trụ bằng: 

\.‘Ạ B.aVĨ cỉệ D.tS 

2 3 

Câu 67. Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A’B’C’ có cạnh đáy bằng 2a V 3 và cạnh bên bằng 2a. Gọi G và G’ lần lượt 
là trọng tâm của hai đáy ABC và A’B’C’. Khẳng định nào sau đây đúng khi nói về AA’G’G? 

A. AA’G’G là hình chữ nhật có hai kích thước là 2a và 3a. 

B. AA’G’G là hình vuông có cạnh bằng 2a. 
c. AA’G’G là hình chữ nhật có diện tích bằng 6a 2 
D. AA’G’G là hình vuông có diện tích bằng 8a 2 

Câu 68. Cho hình lập phương ABCD.ATTCT)’ có cạnh bằng a. Khẳng định nào sau đây sai ? 

A. Tam giác AB’C là tam giác đều. 
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B. Neu a là góc giữa AC’ thì cosa = 
c. ACC’A’ là hình chữ nhật có diện tích bằng 2a 2 

D. Hai mặt AA’C’C và BB’D’D ở trong hai mặt phang vuông góc với nhau. 

Câu 69. Cho hình chóp S.ABC có đường cao SH. Xét các mệnh đề sau: 

I) SA = SB = sc 

II) H trùng với tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

III) Tam giác ABC là tam giác đều. 

IV) H là trực tâm tam giác ABC. 

Các yếu tố nào chưa đủ để kết luận S.ABC là hình chóp đều? 

A. (I) và (II) B. (II) và (III) c. (III) và (IV ) D. (IV ) và (I) 

Câu 70. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a và đường cao SH bằng cạnh đáy. Tính số đo góc hợp bởi 
cạnh bên và mặt đáy. 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 75° 

Câu 71. Cho hình chóp tú giác đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng —y . Tính số đo của góc giữa mặt bên và mặt 
đáy. 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 75° 

Câu 72. Tính cosin của góc giữa hai mặt của một tứ diện đều. 

A.ệ B.ệ c. i D. 1 

2 3 2 3 



Câu 73. Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng a, góc giữa một mặt bên và mặt đáy bằng 60°. Tính độ dài đường cao 
SH. 


A. SH = 


a 

2 


B. SH = 


gyỊ 3 

~~ 2 ~~ 


c. SH = - Ệ -- 
3 


D. SH = 


aS 

3 


Câu 74. Cho hình chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh đều bằng a. Tính cosin của góc giữa một mặt bên và một mặt đáy. 






Câu 75. Cho ba tia Ox, Oy, Oz vuông góc nhau từng đôi một. Trên Ox, Oy, Oz lần lượt lấy các điểm A, B, c sao cho OA = 
OB = oc = a. Khẳng định nào sau đây saỉl 

A. O.ABC là hinhd chóp đều. 


B. Tam giác ABC có diện tích s = 
c. Tam giác ABC có chu vi 2p = 


ạỊS_ 

2 

3asỊĨ 

2 


D. Ba mật phẳng (OAB), (OBC), (OCA)vuông góc với nhau từng đôi một. 

Câu 76. Cho hình thoi ABCD có cạnh bằng a và Â = 60°. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (ABCD) tại o (O là 
tâm của ABCD), lấy điểm s sao cho tam giác SAC là tam giác đều. Khẳng định nào sau đây đúng? 

A. S.ABCD là hình chóp đềuB. Hình chóp S.ABCD có các mặt bên là các tam giác cân. 

3 a , > 

c. SO = y D. SA và SB hợp với mặt phăng (ABCD) những góc băng nhau. 
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Câu 77. 


Cho hình chóp cụt đều ABC.A’B’C’ với đáy lớn ABC có cạnh bằng a. Đáy nhỏ A’B’C’ có cạnh bằng 


^ , chiều 

2 


a 7 

cao 00’ = — . Khăng định nào sau đây sai ? 

A. Ba đuờng cao AA\ BB’, CC’ đồng qui tại s. 

B. AA’= BB’= CC’ =ị 

2 

c. Góc giữa cạnh bên mặt đáy là góc SIO (I là trung điểm BC) 

D. Đáy lớn ABC có diện tích gấp 4 lần diện tích đáy nhỏ A’B’C\ 

Câu 78. Cho hình chóp cụt tứ giác đều ABCD.A’B’C’D’cạnh của đáy nhỏ ABCD bằng -^và cạnh của đáy lớn 
A’B’C’D’bằng a. Góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng 60°. Tính chiều cao 00’ của hình chóp cụt đã cho. 

A.00’=^ B.OO’=^ D.00’=^ 

3 2 3 4 


BÀI 5: KHOẢNG CÁCH 


Câu 79. Cho tứ diện SABC trong đó SA, SB, sc vuông góc với nhau từng đôi một và SA = 3a, SB = a, sc=2a. Khoảng 
cách từ A đến đuờng thẳng BC bằng: 

3a^Ỉ2 7a4E 8a4?) 5ayỊE 

2 5 3 6 

Câu 80. Cho hình chóp A.BCD có cạnh AC ± (BCD) và BCD là tam giác đều cạnh bằng a. Biết AC = a yfĩ và M là trung 
điểm của BD. Khoảng cách từ c đến đuờng thẳng AM bằng: 



Câu 81. Cho hình chóp A.BCD có cạnh AC _L (BCD) và BCD là tam giác đều cạnh bằng a. Biết AC = a yỊĨ và M là trung 
điểm của BD. Khoảng cách từ A đến đuờng thẳng BD bằng: 

A 3 a4ĩ _ 2aS n 4 aS ^ aựĩĩ 

2 3 3 2 

Câu 82. Cho hình chóp S.ABCD có SA _L(ABCD) đáy ABCD là hình thoi cạnh bằng a và ê = 60°. Biết SA= 2a. Tính 
khỏang cách từ A đến sc 

3 ay/l 4 ay /3 2 5 

A. ——— D. ——— (J. ——— D. ——— 

2 3 5 2 


Câu 83. Cho hình chóp S.ABCD có SA _L(ABCD), SA= 2a, ABCD là hình vuông cạnh bằng a. Gọi o là tâm của ABCD, 
tính khoảng cách từ o đến sc. 

a^ị3 a4 3 a^Ịl a^fl 

A. —-— 15. —-— L. —-— U. —-— 

3 4 3 4 

Câu 84. Cho hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng a và góc hợp bởi một cạnh bên và mặt đáy bằng a. Khoảng cách từ 
tâm của đáy đến một cạnh bên bằng: 

. [T _ fT Ẩ a^fl _ a^ỊĨ . 

A. a cota B. ay2 tan c. —cosa D. —Ị— sina 

2 2 

Câu 85. Cho hình chóp S.ABC trong đó SA, AB, BC vuông góc với nhau từng đôi một. Biết SA = 3a, AB=a V 3 , BC = 
a \Íố . Khỏang cách từ B đến sc bằng: 

A. a%/2 B.2a C.2av/3 D. a^ 
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Câu 86. Cho hình chóp S.ABC trong đó SA, AB, BC vuông góc với nhau từng đôi một. Biết SA = a V 3 , AB=aV3. 
Khỏang cách từ A đến (SBC) bằng: 


A. 


w3 


B. 


2^lĩ 


c. 


2 a^ỊE 


D. 


3 Vỏ 


Câu 87. Cho hình chóp S.ABCD có SA _L (ABCD), đáy ABCD là hình chữ nhật. Biết AD = 2a, SA = a. Khỏang cách từ A 
đến (SCD) bằng: 


A. 


3a^Ẹ 


B. 


2 ( 7^3 


c. 


2 ạ_ 

s 


D. 


3 a 


Câu 88. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC cạnh đáy bằng 2a và chiều cao bằng a V 3 . Tính khaỏng cách từ tâm o của đáy 
ABC đến một mặt bên: 


7^5 


B. 


2aS 


c.a /2- 

V 10 


D ' a l 


Câu 89. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng ã£ . Tính khỏang cách từ tâm o của 
đáy ABCD đến một mặt bên: 


i£ 


B. 


ĩv/2 


2 aS 


D. 


i£ 


Câu 90. Cho hình chóp S.ABCD có SA _L (ABCD), đáy ABCD là hình thang vuông có chiều cao AB = a. Gọi I và J lần 
luợt là trung điểm của AB và CB. Tính khỏang cách giữa đuờng thẳng IJ và (SAD). 


7^2 


B. 


7^3 


c-ỉ 

2 


D.ị 

3 


Câu 91. Cho hình thang vuông ABCD vuông ở A và D, AD = 2a. Trên đuờng thẳng vuông góc tại D với (ABCD) lấy điểm 
s với SD = a V 2 . Tính khỏang cách giữa đuờng thẳng DC và (SAB). 

flV3 


A.^ 

' £ 


B. 

£ 


c. ãsỊĩ 


D. 


2 a 


Câu 92. Cho hình chóp O.ABC có đuờng cao OH = v=r. Gọi M và N lần luợt là trung điểm của OA và OB. Khỏang cách 


£ 


giữa đuờng thẳng MN và (ABC) bằng:. 


A. 


B. 


7^2 


c. 


2 2 3 

Câu 93. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Tính khoảng cách giữa AB và CD. 


A. 


ĩ£ 


b) 


a£ 


c. 


ĩ£ 


D. 


D. 


%£ 


z£ 


3 2 3 

Câu 94. Cho hình chóp S.ABCD có SA -L (ABCD), đáy ABCD là hình chữ nhật với AC = a £ và BC=a £ . Tính khoảng 
cách giữa SD và BC 

ữ\Ỉ3 


. 3 a 

A. — 

4 


B.ụ 

3 


Đ.ã-S 


Câu 95. Cho hình lập phuơng ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng a. Khoảng cách giữa BB’ và AC bằng: 


A. ị 
2 


B. 


c. 


i£ 


D. 


ỉ£ 


3 2 3 

Câu 96. Cho hình lập phương ABCD.A’B’C’D’ có cạnh bằng 1 (đvd). Khoảng cách giữa AA’ và BD’ bằng: 
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D. 


3 s 
7 


Câu 97. Cho hình lăng trụ tứ giác đều ABCD.A’B’C’D’ có cạnh đáy bằng a. Gọi M, N, p lần lượt là trung điểm của AD, 
DC, A’D\ Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng (MNP) và (ACC’). 


A. 


a^ỉ 3 

~T~ 




D. 


a^ỉĩ 

~Ỵ~ 


Câu 98. Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’ có các cạnh bên hợp với đáy những góc bằng 60°, đáy ABC là tam giác 
đều và A’ cách đều A, B, c. Tính khoảng cách giữa hai đáy của hình lăng trụ. 

A.a B.aVĨ c. ĩệ D. ụ 

2 3 

Câu 99. Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Khoảng cách từ A đến (j BCD ) bằng: 

A B c 0^3 D aA_ 

'2 * 3 '6 3 


Câu 100 . Cho tứ diện đều ABCD có cạnh bằng a. Khoảng cách giữa hai cạnh đối AB và CD bằng: 


A. 


a<JĨ 

~ 2 ~ 


B a — 
2 




TỔNG HỢP LĂN 3. CHƯƠNG 3. VECTO - QUAN HỆ VUÔNG GÓC 

Câu 1. Cho 6 điểm phân biệt trong không gian A, B, c, D, M, N. Giả thiết nào dưới đây suy ra được ba vecto 
AB,CD, MN đồngphẳng? 

A. Bốn điểm A, B, c, D cùng nằm trong một mặt phang 

B. Đường thẳng MN song song vơi mặt phẳng (ABC) 
c. Hai đường thẳng AB và CD song song vơi nhau 

D. Có ba số m, n, p thuộc R, sao cho mAB + nCD + MN = 0 . 

Câu 2. Cho bốn điểm A, B, c, D trong không gian và điểm s thỏa mãn hệ thức SA + SC = SB + SD . Mệnh đề nào 
sau đây sai? 

A. Bốn ddierm A, B, c, D đồng phang 

B. Hai đoạn thẳng AB và CD có trung điểm trùng nhau 
c. Hai véc tơ BA và CD bằng nhau 

D. Tứ giác ABCD là hình bình hành 

Câu 3. Cho tứ giác SABC vơi G là trọng tâm của tam giác ABC. Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A.SG = ịịsĂ + SB + SC ) j B. GÃ + GB + GC = Õ 

C. ÃG = ị(ÃB + Ãc) D. ÃG = ịịÃB + ÃC ) j 

Câu 4. Cho ba đường thẳng a, b, c trong không gian. Ta có: 

A. a và b cùng vuông góc vơi c thì a//b 

B. a _L b và b _L c thì a _L c 
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c. a _L b và b//c thì a _L c 
D. Cả ba câu trên đều đúng 

Câu 5. Cho hai đuờng thẳng a, b phân biệt và mặt phẳng (P) và a vuông góc vói (P). Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. fc//(p) thì b _L a 

B. b -Laửủ b//(p) 
c. b±(p) thì b//a 

D. b//a thì Ỉ7 -L(p) 

Câu 6. Cho ba đuờng thẳng a, b, c phân biệt, trong đó a, b nằm trong mặt phang (P) và c không nằm trong (P). 
Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. c song song vói a hoặc b thì c song song vói (P) 

B. c vuông góc vói (P) thì c vuông góc vói a và b 

c. c cùng vuông góc vói a và b thì c vuông vói vói (P) 

D. c vuông góc vói a và b , c không vuông góc vói (P) thì a//b 

Câu 7. Cho ba mặt phẳng phân biệt (P), (Q), và (R) trong đó (P) cắt (Q) theo giao tuyến D. Mệnh đề nào sau đây là 
đúng ? 

A. (P) JL (Q) và (Q) JL (R) thì (P) JL (R) 

B. (P) -L (Q) và (Q)-L(R) thì (P)//(P) 
c. (P) _L (R) và (Q) _L (R) thì d _L (R) 

D. Cả ba câu trên đều đúng. 

Câu 8. Cho hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc vói nhau theo giao tuyến A và hai duờng thẳng d và d' sao cho 
d d (p) , d' d (Q). Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. d _L A =>d -Ld' 

B. d _L d' => d _L À 

C. d cắt d' =^> d cắt À 

D. d//d' =>d//A 

Câu 9. Cho hai đuong thẳng d và À không nằm trong mặt phang (P). Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. d -LA và (P)_LA =>d//(P) 

B. A//(P) và d_L(P)^d_LA 

C. A_L(P) và d//A=>d±(P) 

D. A//(P) và d -LA ^d_L(P) 

Câu 10. Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. Hình hộp có bốn đuong chéo bằng nhau là hình hộp chữ nhật. 

B. Hình hộp đứng có hai đuong chéo bằng nhau thì nó là hình hộp chữ nhật. 
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c. Hình hộp có ba mặt cùng qua một đỉnh là ba hình chữ nhật thì nó là hình hộp chữ nhật 
D. Hình hộp có năm mặt là hình chữ nhật thì nó là hình hộp chữ nhật. 

Câu 11. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Qua đuờng thẳng a, có duy nhất một mặt phang vuông góc vơi đuờng thẳng b cho truóc 

B. Qua đuờng thằng a, có duy nhất một mặt phang vuông góc vơi mặt phang (P) cho truơc 
c. Qua điểm A, có duy nhất một mặt phẳng phẳng vuông góc vơi đuờng thẳng b cho truóc 
D. Qua điểm A, có duy nhất một mặt phang vuông góc vói mặt phang (P) cho truơC. 

Câu 12. Hình chóp SABC có đáy là tam giác vuông tại B, SA vuông góc vói mặt phẳng (ABC). 

Gọi H và K lần luợt là hình chiếu của điểm A lên SB và sc. Mệnh đề nào sau đây sai? 

A. d[A,(SBC)] = AH B. d[A,(SBC)] = AK c. d[C,(SAB)] = BC D. d[S,(ABC)] = SA 

Câu 13. Cho tam giác ABC vuông tại A và tam giác ADC vuông tại D nằm trong hai mặt phẳng vuông góc vơi 
nhau và AB=CD. Gọi I và K lần luợt là trung điểm của AD và BC. Mệnh đề nào sau đây là sai? 


A. IB _L IC. 


c. IK 1 BC. 


B. IK _L AD. 


D. AB _L CD. 


Câu 14. Cho tam giác ABC và hai điểm M,N nằm trong mặt phẳng (ABC) vơi MA=MB=MC và NA= NB= NC. 
Đuờng thẳng MN cắt (ABC) tại H. 

Xét bốn mệnh đề sau đây: 

(I) AB _L MN. 

(II) AB _L MC. 

(III) H là trực tâm tam giác ABC 

(IV) H là tâm đuờng tròn (ABC) 

Kết luận nào sau đây đúng? 

A. Chỉ (I) và (III) đúng B. Chỉ (II) và (III) đúng c. Chỉ (IV) đúng D. Chỉ (I) và (IV) đúng 

Câu 15. Cho tứ diện ABCD vơi AC= AD và BC = BD. Hạ AH vuông góc vơi mặt phẳng (BCD). 

Gọi I,J lần luợt là trung điểm của CD và AB. Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. AB=CD B. AB _L CD 

c. IJ vuông góc vơi AB và CD D. H là trực tâm tam giác BCD. 

Câu 16. Cho ba vec tơ ỉ,j,k đôi một vuông góc vơi nhau và cho ã = 2i + k và b = mi +k vơi giá trị nào của m thì 
ã ±b ? 

A. m=0 B. m=3 c. m= -3 D. m=4 

Câu 17. Cho hình lập phuơng ABCD A'B'C'0'. Gọi o là tâm hình vuông ABCD và M,N,H,K lần luợt là trung điểm 
của AA', DD',BC,CD. Vec tơ nào sau đây đồng phẳng vói các 

vec tơ BA' và CB' ? 

A. OM B. ÕB' C.MN D.HK 

Câu 18. Cho hình lập phuơng ABCD A'B'C'0' và K là trung điểm của CD. 
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Phân tích vec tơ Ấ'ÍC theo a - AB , b = AD, c - AA' . Phân tích nào sau đây là đúng? 

A. A'K = \a+b-c B. A'K = ã + b -c 

2 

C.Ã r K = ịã-b+c Đ.Ã r K = -ã + ĩ + ịc 

2 2 

Câu 19. ABCD.A , B , C , D , .Gọi M và N lần lượt là trung điểm của BC và A'D'. Trong số 6 đường thẳng AB, 
AC^AD^BD^B^ và MN có bao nhiêu đường thẳng chéo vói A'C? 

A. 2 B. 3 c. 4 D. 5 

Câu 20. Cho hình lập phưong ABCD.A^CD'. Trong số 5 đường thẳngAC , / AB , / BD,C , D / BC' / 

Có bao nhiêu đường thẳng vuông góc vói A'C? 

A. 1 B .2 C.3 c. 4 

Câu 21. Cho ba vec to i , j , k có độ dài bằng 1 và vuông góc vói nhau từng đôi một và X = 2 i — 3j+k trong số 5 
vec to sau đây, có bao nhiêu vec to vuông góc vói vec to X 


u — 2 ỉ + 4 k 
ĩ) = -1 + 3] +2k 
c=i+j+k 

ả = -2Ỉ+3] -k 
C = 2Ỉ+J-k 

A. 2 B. 3 c. 4 D.5. 

Câu 22. Trong không gian cho đoạn thẳng AB cố định và một điểm M di động thỏa mãn điều kiện AM.AB = AB 2 
Tập hợp các điểm M là : 

A. Một đường tròn cố định có bán kính bằng AB 

B. Một đường thẳng cố định vuông góc vói AB tại B 
c. Một mặt phang cố định vuông góc vói AB tại A 
D. Một mặt phang cố định vuông góc vói AB tại B 

Câu 23. Cho hình chóp ngũ giác đều S.ABCDE. Góc giữa cạnh bên SA và các cạnh đáy có số đo lón nhất là 

A. 36° B. 54° c. 72° D.90° 

Câu 24. Cho hình chóp lục giác đều S.ABCDEF, cạnh A. Gọi o là hình chiếu của s lên mặt đáy vói so = A. Góc 
giữa cạnh bên SA và các cạnh đáy có số đo nhỏ nhất là : 

A. 30° B. 45° c. 60° D. 90° 

Câu 25. Cho điểm s không thuộc mặt phang (P), đoạn vuông góc SH=1 và các đoạn xiên SA=2, SB=3,SC=4. Gọi 
a,p,Ỵ lần lượt là góc tạo bởi SA,SB,SC vói mặt phẳng (P). Khẳng định nào sau đây đúng? 
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A.a< 45° B. /? > 45° C.j3<ỵ D.ỵ>60° 

Câu 26. Cho hình chóp tứ diện đều S.ABCD có cạnh bên và cạnh đáy đều bằng A. Gọi o là giao điểm của AC và 
BD. Khẳng định nào sau đây đúng ? 

A. Góc giữa đuờng thẳng SB và mặt phang (SCD) bằng 90° 

B. Góc giữa đuờng thẳng SB và mặt phang (SCD) bằng góc giữa đuong thẳng BC và mặt phang (SCD); 
c. Góc giữa đuong thẳng SA và mặt phang (SCD) lón hon góc giữa đuờng thẳng BC và mặt phang (SCD); 

D.GÓC giữa đuờng thẳng SA và mặt phẳng (SCD) bằng tích của V 2 vói góc giữa đuong thẳng so và mặt 
phẳng (SCD). 

Câu 27. Cho các mệnh đề sau: 

(I) Hình chóp có đáy là tứ diện đều, các mặt bên là bốn tam giác cân chung đỉnh là hình chóp đều; 

(II) Hình chóp có bốn cạnh bên bằng nhau và bốn cạnh đáy bằng nhau là hình chóp tứ giác đều; 

(III) Hình chóp 

có các mặt bên là bốn tam giác cân chung đỉnh bằng nhau là hình chóp tứ giác đều. 

Trong các phát biều sau câu nào đúng ? 

A. Chỉ (I) và (II) đúng B. Chỉ (I) và (III) đúng 

c. Chỉ (II) và (III) đúng A. Cả (I) và (II) và (III) đúng 

Câu 28. Hình chóp S.ABC có hai mặt ABC và SBC là hai tam giác cân chung đáy BC. Gọi I và J lần luợt là trung 
điểm của BC và SA. Thế thì ta có : 

A. SA1 (JBC) 

B. BC_L (SAI) 

c. IJ là đoạn vuông góc chung của SA và BC 
D. Cả ba câu trên đều đúng. 

Câu 29. Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' có cạnh đáy bằng a và AA' = A. Khoảng cách giữa AB' và CC' 

là: A. ĩệ 

3 

B - c D a ^~ 

■ 2 '2 '2 

Câu 30. Cho hình lập phuong ABCD.A^CD' có cạnh bằng A. Gọi O' là tâm hình vuông A'6'C'D' và a là góc 
giữa hai mặt phẳng (0'AB) và (ABCD) góc a thỏa hệ thức nào sau đây? 

1 1 1 

A. cos oc — _ B. tan a = 2 c.sin oc — _ D.tan a=-~ 

2 2 2 


Câu 31. Mệnh đề nào duói đây đúng? 

A. Hình chóp có bốn cạnh bên bằng nhau và có đáy là hình bình hành là hình chóp tứ giác đều 

B. Hình chóp có bốn cạnh bên bằng nhau và đáy có hai đuờng chéo vuông góc vói nhau là hình chóp tứ giác 

đều. 
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c. Hình chóp có bốn cạnh bên bằng nhau và có đáy là hình chữ nhật là hình chóp tứ giác đều. 

D. Hình chóp có bốn cạnh bên bằng nhau và đáy là hình thoi là hình chóp tứ giác đều 

Câu 32. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật, bốn cạnh bên đều bằng 3a và AB=a, BC=a n/ 3 . Khoảng 
cách từ s đến (ABCD) là : 

/õ 

A.2aS B.a^- c.2a £ D. a £ 

2 

Giả thiết sau đây chung cho hai câu 33 và 34. 

Cho hình chóp S.ABC có SB = sc = a, AB = AC = 2a, SA = a V 3 . Gọi I là trung điểm của BC và đặt BC= 2x (x>0). 
Câu 33. Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. SA vuông góc vói mặt phẳng (SBC) 

B. BC vuông góc vói mặt phang (SAI) 
c. SI vuông góc vói mặt phang (ABC) 

D. SI vuông góc vói SA và BC 

Câu 34. Góc của hai mặt phang (SAB) và (SAC) bằng 45° khi giá trị của X là : 

A.a%/2 B.a^ C.a^ĩQĨ D.| y2-ựĩ 

Giả thiết sau đây chung cho bôh câu 35,36,37,38. 

Cho hai tam giác ABD và CBD nằm trong hai mặt phẳng vuông góc vói nhau và AB=AD=CB=CD=a, BD = 2x. Gọi 
M và N lần luợt là trung điểm của BD và AC. 

Câu 35. Khẳng định nào sau đây sai? 

A. AM _L CM B.BN1DN 

c. BD_L ( MAC) D. AC_L ( NBD) 

Câu 36. Mặt phẳng (ACB) vuông góc vói mặt phẳng (ACD) khi có thêm giả thiết nào sau đây? 

A. MN là đoạn vuông góc chung của AC và BD. 

B. MN=4^ 

2 

C. MN=-^ 

2 

D. MN= ẸẸr 

•ã 

Câu 37. Độ dài đoạn MN bằng: 

A. ^47 - X 2 B.477 - X 2 ) 

c. ịẠự-x 2 ) c. 2ự(fl 2 -x 2 ) 

Câu 38. Khi mặt phẳng (ACB) vuông góc với mặt phẳng (ACD) thì giá trị của X là: 
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A. ,a-JĨ 


B.- 


C.4- 


d.4= 


2 s ' 'ẵ 

Giả thiết sau đây dùng cho cấc câu 39,40,41,42. 

Cho tứ diện đều ABCD cạnh A. Gọi o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD. 

Câu 39. Khoảng cách từ điểm A đến mặt phang (BCD) là: 


A 

A. a-T- 
3 


B 


3 a 


Câu 40. Khoảng cách giữa AD và BC là : 


2aS 


B. 




/v ;< 6 


iS 


D. 


3 2 4 

Câu 41. Khoảng cách từ điểm o đến mặt phẳng (ABC) là: 


A. 


2 aS 


B. 




3 3 

Câu 42. Khoảng cách từ điểm D đến mặt phẳng (ABC) là: 


c. 


796 


D. 


D. 


?v ;< 6 


B. 


2^6 


aS 


D. 


iG 


ĩsỊs 


1\Ỉ6 




2 3 3 

Giả thiết sau đây dùng cho cấc câu 43,44,45 

Cho lăng trụ tứ giác đều ABCD.A^CD' có các cạnh đáy bằng a, AA' =2a và điểm M thuộc đoạn CD' thỏa mãn 
MC=2MD'. Điểm N là tâm hình chữ nhật AA'D'D. Đặt a = AB , b = AD,C = AA'. 

Câu 43. Phân tích vec to AN theo các vec to a ,b ,c ta được: 

A.ÃN = ịĩ)-ịc B. ÃN = b+c 

2 2 


c. ÃN = ịb + ịc 
2 2 


D. ÃN = b-c 

Câu 44. Phân tích vec to AM theo các vec to a ,b ,c ta được: 


A. ÃM = ^a + ĩ) + ịc 
3 3 

A. ÃM = ịa + b-ịc 
3 3 

Câu 45. Tính độ dài đoạn MN ta được: 

a4ì 


B. ÃM = la + b-ịc 
3 3 

D. AM = la + b + ịc 
3 3 


A. MN = 


c. MN : 


9 

ạ4Ĩ7_ 

36 


B. MN = 


^/Ĩ5 


D.MN : 


9 

ạgĩÃ 

36 


ĐÁP ÁN 


1C 

2D 

3C 

4C 

5B 

6C 

7C 

8B 

9D 

10B 
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11C 

12B 

13A 

14D 

15B 

16A 

17D 

18A 

19A 

20D 

21B 

22D 

23D 

24B 

26A 

26B 

27D 

28B 

29D 

30B 

31D 

32C 

33C 

34D 

35B 

36C 

37C 

38C 

39C 

40B 

41D 

42B 

43C 

44D 

45C 
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